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摘 要 


Finsler 几何 就 是 度量 上 没有 二 次 型 限制 ER ELT. jeg dose 
& (B.Riemann)& Æ 1854 年 所 作 的 具有 历史 意义 的 — 说 ides seen 
种 情况 , 但 鉴于 没有 二 次 型 限制 后 计算 上 过 于 复杂 ee 
几何 , 也 就 是 现在 熟知 的 黎 曼 几何 . 直到 1918 年 P.Finsler 在 他 的 博 
研究 了 一 般 度量 的 曲线 和 曲面 . 因此 , Finsler 几 何 eiut eee " 
几何 . 为 方便 起 见 , 我 们 称 其 为 Finsler 几何 . 1900 年 ， D'Hübert 在 巴黎 
大 会 上 提出 的 23 个 问题 中 第 4 和 第 23 问题 直接 与 Finsler se 
在 数学 家 E.Cartan、S.S.Chern( 陈 省 身 )、L.Berwald、J.Douglas 等 人 的 i 
Finsler 几何 的 内 容 日 益 丰 富 . | 

20 世纪 90 年 代 以 后 ， 在 陈 省 喘 先生 的 太 力 倡 号 下 ， ade ae 
Fi (Z.Shen) AM F, Finsler ts ee aes 
何 中 的 许多 重要 的 整体 性 结果 被 推广 到 了 Finsler 几何 . ISA TMM - nens 
结果 , 同时 也 给 我 们 提供 了 一 种 更 好 的 几何 认 知 . ae ane 
论 ([5]), 比较 定理 ([32, 39, 45]), 调和 映射 ([12, 20, 31]), Gauss-Bonnet xe F£([6]) =. 

本 文 主要 研究 Finsler 流 形 上 某 些 函数 论 性 质 ， — Ls 
研究 了 Finsler 流 形 上 的 广义 极 值 原理 ， ——— — 
形 中 调和 (下 或 上 调和 ) 函 数 的 Liouville 定理 ; ee ee esate 
JÉ E Z2z 可 积 的 调和 (下 或 上 调和 ) 函 数 的 Liouville XE B, 和 PN pie 
Finsler 流 形 中 调和 函数 的 梯度 估计 , 并 得 到 推论 : 对 于 带 权 Mice Rm te 
样 的 Finsler 流 形 , 其 上 的 调和 函数 是 常数 ; 最 后 给 出 Finsler 流 形 中 热 方 程 
唯一 性 定理 . 


关键 词 : Finsler 度量 ，Finsler-Laplacian, 广义 极 值 原理 , 调和 (下 或 上 调 
和 ) 函 数 , Liouville 定理 , 热 方程 . 
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—. Finsler 流 形 上 的 广义 极 值 原理 及 其 应 用 


众所周知 , Hopf 极 大 值 原理 是 研究 几何 分 析 的 一 个 有 力 的 工具 . H.Omori 
和 Yau 把 Hopf 极 值 原 理 推广 到 完备 非 紧 的 黎 曼 流 形 ([9, 27, 42]), 即 , # M 是 一 
个 Ricci 曲率 有 下 界 的 完备 黎 曼 流 形 , 是 一 个 C? 有 上 界 函 数 , WEE M 中 的 
点 列 {zx}, 使 得 


lim u(zx) = supu, lim [Vu|(zy) = 0, limsupAu(z;) < 0. 
天 一 CO M 天 一 Ca k—oo 


我 们 也 把 此 定理 称 为 广义 极 值 原理 或 Omori -Yau 极 值 原理 . 广义 极 值 原理 已 有 
很 多 重要 的 结果 ([8, 13, 28, 29, 41, 42]), 并 且 已 被 广泛 应 用 . 因此 , 我 们 希望 将 
广义 极 值 原理 推广 到 Finsler 流 形 上 . 

为 此 , 我 们 首先 要 给 出 Finsler 流 形 上 的 梯度 和 Laplacian 的 定义 . WE 
(M, F) 是 一 个 Finsler 流 形 , 对 任意 的 z € M, Legendre 变换 L :TM > T* M 5E 
义 为 ([30]) 

L(y) := 9(y,-) = gy (zy dt’, Vy € T,M\{0}, — £(0) := 0. 

可 以 证 明 Legendre 变换 L 是 TM\{0} BI T*M\{0} 的 微分 同 胚 , 因此 , TE% 
变换 C: T*M\{0} > TM\{0}((30]). 此 外 , Legendre 变换 在 零 截面 上 只 是 连 
续 的 . 与 黎 曼 流 形 不 同 的 是 , Finshler 流 形 上 的 Legendre 变换 是 非 线性 变换 . 

利用 Legendre 变换 , 我 们 可 以 定义 函数 的 梯度 . A ERM u c C?(M), u E 
c 点 的 梯度 向 量 场 ([30]) 

Vu(z) := £ !(du(x)) € TaM. 

在 局 部 坐标 下 , Vu 表示 为 


(Vu) reM, 
Vu := | WW Use Bo T (0.0.1) 


其 中 M, = {x € M|du(z) 4 0). 值得 注意 的 是 , Vu 在 MAM, 上 只 是 连续 的 , 但 
ft M, 上 是 C1 的, 并 且 V(—u) 4 -Vu. 
Finsler MJE LRH) Laplacain 则 定义 为 梯度 的 散 度 . 设 dm = o(z)dz 是 
Finsler 流 形 M 上 任意 给 定 的 体积 元 , u 的 Finsler-Laplacian 定义 为 ([33]) 
=e (sg: (Wu) =| ， (0.0.2) 


Au := div,(Vu) = 2p 


摘 X v 


其 中 div, 表示 关于 体积 元 dm = e(z)dz 的 散 度 . 

由 于 Legendre 变换 是 非 线性 变换 , 因此 ,Finsler-Laplacian 是 一 个 非 线性 
的 二 阶 椭圆 算 子 ([35]), 并 且 它 在 M 是 光滑 的 , 而 在 M\M, 上 无 法 用 (0.0.2) 定 
X. 可 见 , Finsler-Laplacian 与 黎 曼 流 形 上 的 Laplacian 有 本 质 的 区 别 , 故 在 一 
般 情 形 下 , 我 们 都 考虑 其 在 分 布 意义 下 的 定义 ([25, 33]), BI, Mu € HL(M), 
Vo € C9(M) 有 

J pAudm := -f dy(Vu)dm. 
M M 


另外 , 由 于 Finsler 流 形 上 的 散 度 依赖 于 体积 元 的 选取 , 通过 不 同 的 体积 元 
我 们 可 以 定义 不 同 的 Laplacian. 然而 , 当 玉 是 歼 曼 度量 时 , Finsler-Laplacian 就 
ER SMEER Laplacian. 

假设 4 是 M 上 的 0C? 函数 , Æ uE Au = (2,x)0, MER u 是 M 上 的 
Finsler 调和 (下 调和 ,上 调和 ) 函 数 . 由 于 Aw 在 M\M 上 几乎 处 处 为 零 ([25]), AT 
Daa uz M 上 的 Finsler 调和 (下 调和 ,上 调和 ) 函 数 , 则 习 在 分 布 意义 下 也 是 
M 上 的 调和 (下 调和 ,上 调和 ) 函 数 . 

对 于 上 述 的 Laplace 算 子 , 沈 忠 民 ([32]), AHEAD 7C7E([39]) 以 及 赵 唯 和 
沈 一 兵 (|[45]|) 等 建立 了 Finsler 流 形 上 的 体积 比较 定理 . 沈 忠 民 ([11, 35]), EBS 
和 夏 超 ([37]), 尹 松 庭 和 贺 群 等 ([44]) 建 立 Finsler 流 形 上 的 第 一 特征 值 估 计 . 此 外 ， 
对 上 述 的 Laplace 算 子 , Ohta 还 研究 了 Finsler 流 形 上 的 热流 , 分 裂 定 理 , Li-Yau 
型 梯度 估计 ([24, 23, 25]). 

为 了 下 面 的 研究 需要 , 我 们 给 出 带 权 Ricci 曲率 的 概念 ([30, 25, 26]). 

设 (M, F,dm) 是 一 个 n 维 带 有 光滑 体积 测度 dm = o(x)dx 的 Finsler 流 形 ， 
给 定 一 个 同 量 y € T,M\{0}, Ry: (—e,e) > M 是 满足 y(0) = x M y (0)=y 的 
一 条 测 地 线 , 则 F 的 畸变 定义 为 
a(z) 


T(z, y) := log uc d | 


F I S -曲率 S 定义 为 
S(s, y) = Silt), 1 Oho 


我 们 还 可 以 定义 
S(z,y) := —[ISG(9, Y (€)]i»o. 
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WALKI Ricci 曲率 (weighted Ricci curvature) 定 义 为 ([30]) 
Ric(y) + S(y), 4S(y) = 0, 
Ricy(y) := Ric(y) + S(y) 一 SQ. VN € (n, oo). 
Rico, (y) := Ric(y) + S(y), 
其 中 Sly) 表示 S 曲率 在 (2, y) RË, Ric(y) 表示 在 (x,y) 的 关于 下 的 Ricci H 
£1. 这 里 的 Ricw(y) XT y 是 二 次 齐 次 的 , MX c E R, Ricy > c HEF Ricy(y) > 
cF(y)'. 4 F ZRSREN, S 曲率 消失 , 此 时 , 带 权 的 Ricci 曲率 就 为 黎 曼 流 形 
上 的 Ricci 曲率 . 
1.1. Finsler 流 形 上 的 广义 极 值 原理 


Ricn(y) := 


(M, F) 是 一 个 nn 维 Finsler 流 形 . 给 定点 pe M, 对 于 任意 的 reM, w 
r(x) 是 从 p 点 出 发 的 距离 函数 . Ry: [0,r] > M 是 从 p 到 zz 的 单位 极 小 测 地 
线 . 类 似 于 Yau 在 文献 [9, 42] 中 的 工作 , > 

| N-1 1 2 Se ipa 

K,(2) mn Ca = mis l. (t — k)*Rien (y D i 
其 中 Riey (/(£)) 表示 带 权 Ricci 曲率 Ricw 在 (y(t), y (£)) BUA. 

名 7 在 2p 的 割 迹 内 , RAR y 为 从 p 到 z 唯 一 的 极 小 测 地 线 , 并 定义 K(x) := 
K(x). 否则 , 我 们 定义 K(x) := min, K(x), 其 中 7 取 遍 所 有 从 pz 到 z 的 极 小 
测 地 线 . 
定理 0.1. 设 (M, F, dm) 是 一 个 带 有 体积 测度 dm 的 向 前 完备 Finsler AJ, u X 
M 上 非常 值 的 有 上 界 C? BH. 则 存在 序列 {r} C Mu, 使 得 

lim u(z&) = supu, 
k—oo M 
2r(z)[u(zk) — u(p) + 1] 
F(Vu)(zi) = k(r?(zy) + 2)log(r?(zi) + 2)' 
2 (r(zx) K (zx) + 1) [u(zx) — u(p) + 1] 
Aules) S ER) 2) log(r?(zx) + 2) 
" Ar? (zy) [u(zx) — u(p) + 1] 
k?(r?(z) + 2)? (log(r?(zx) + 2))?' 


# F r(x) = d(p,z), p € M, 中 的 一 个 固定 点 . 
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当 (M, F) 是 黎 曼 流 形 时 , 定理 0.1 即 为 Yau 在 文献 [9] 中 的 定理 3. 根据 定 
XE 0.1 AC CP] Ricci 曲率 的 定义 , 我 们 可 以 得 到 以 下 结果 . 


定理 0.2. iX (M, Fdm) 是 一 个 向 前 完备 的 Finsler AJ, u 是 M 上 非常 值 的 有 
ERC? BH. 若 带 权 的 Ricci 曲率 Ricy HER, 则 存在 序列 {24} C My, 使 得 


lim u(z,) = supu, lim F(Vu)(z,) = 0, limsupAu(z,) < 0. 
大 一 oo M 大 一 Co 大 一 oo 


1.2. Finsler 流 形 上 的 广义 极 值 原理 的 应 用 


FER SRE, SRM u dE E USURIS, 那么 , 函数 —u A PA R. 
因此 , 在 歼 曼 流 形 中 , 上 调和 函数 的 性 质 本 质 上 与 下 调和 函数 的 性 质 相 同 . 但 在 
Finsler 流 形 中 , 一 般 A(—u) z —Au. 因此, 我 们 需要 分 别 讨论 下 调和 国 数 和 上 
调和 函数 的 性 质 . 
定理 0.3. i (M, F, dm) 是 一 个 向 前 完备 的 Finsler 流 形 , 假定 存在 一 个 紧 集 , 使 
得 带 权 的 Ricci 曲率 在 紧 集 外 满足 Ricy > c (c 是 一 个 常数 ), 则 在 流 形 M 上 不 
存在 非常 值 的 有 上 界 ( 下 界 ) 的 下 (上 调和 函数 . 


定理 0.3 类 似 于 Yau 在 文献 [9] 中 的 推论 2.1, 即 : 车 M 是 一 个 完备 的 黎 曼 
MÆ, 使 得 在 一 个 紧 集 外 满足 Ricci 曲率 有 下 界 (dim M +e€)/r?, Hr 是 从 某 
个 固定 点 出 发 的 距离 函数 , s > 0 是 一 个 常数 , 则 M 上 不 存在 非常 值 的 正 的 上 调 
和 函数 . 

类 似 于 文献 [29] 中 的 定理 2, 我 们 给 出 以 下 定理 . 
定理 0.4. 设 (M, F, dm) 是 一 个 Ricy 非 负 的 向 前 完备 Finsler 流 形 . Bu X 
M EA ERM C? EK, BEIGE AK c, 使 得 


Au > cF(Vu), 
则 u 是 常数 . 


此 外 , 利用 定理 0.2, 我 们 可 以 得 到 下 面 的 Liouville 定理 , 它 是 文献 [10] 中 
主要 定理 的 推广 . 


viii FINSLER 流 形 上 某 些 函数 论 性 质 的 研究 


定理 0.5. 设 (M, F, dm) 是 一 个 Ricy 有 下 界 的 向 前 完备 Finsler AB. Hu X 
M 上 非 负 的 C? dk, 且 存在 正常 数 上 及 实数 t > 1, 使 得 


Au > cut 


M) u= 0. 


二 . Finsler Æ Liouville F — tE EE 


经 典 的 调和 函数 的 Liouville 定理 是 指 R 中 每 个 非 负 或 有 界 的 调和 函数 一 
定 是 常数 ， 自 上 个 世纪 以 来 , 完备 黎 曼 流 形 中 调和 函数 的 各 种 Liouville 定理 已 
有 了 广泛 的 研究 . 此 外 , 完备 非 紧 流 形 上 热 方 程 解 的 唯一 性 问题 , 也 一 直 深 受 数 
学 家 们 的 关注 . 

一 个 日 然 的 问题 是 如 何 把 黎 曼 流 形 中 调和 函数 的 Liouville 定理 和 热 方程 解 
的 唯一 性 定理 推广 到 Finsler 流 形 上 . 

由 于 Finsler 流 形 上 的 几何 量 与 方向 有 关 , 且 一 般 情 况 下 , Finsler 度量 不 具 
有 对 称 性 , 即 Finsler 度量 不 是 可 反 的 , 为 此 , 我 们 给 出 Finsler 流 形 上 可 反 系 数 
的 概念 . 

V (M, F) 是 一 个 Finsler 流 形 , BX y € T; M, F(x, —y) = F(x,y), 我 们 称 
Fey RA. 一 般 情况 下 , Finsler 度量 不 具有 可 反 性 , 因此 , 我 们 令 ([30]) 

F(z, —y) 

m ncm 人 F(x,y) | 
FK AN (M, F) 的 可 反 系 数 . 显然 ,下 可 反 的 充 要 条 件 是 和 = 1. 此 外 , 当 Finsler 度 
量 是 黎 曼 度量 时 , 基本 张 量 与 方向 无 关 , 因此 A = 1. 


Au 


2.1. Finsler 流 形 上 72 可 积 的 调和 函数 的 Loiuville 定 理 


x (M, F, dm) 是 一 个 带 有 光滑 体积 测度 dm 的 向 前 完备 Finsler 流 形 , u 是 
M 上 非 负 的 p 函数 . 对 MM 中 的 某 点 To Er 0, B; (xo) 表示 以 To HJ T 为 
半径 的 向 前 测 地 球 , EKF dm 的 体积 记 为 Y(r). 类 似 于 文献 [34] 中 的 结果 , 对 


p E R, RIIS 
V(r) = uPdm. 
Bj (xo) 


jj 要 ix 


注意 , I4pcO0H RACK u dé M 上 的 正 函 数 . 特别 地 , Ap = 0 时 , V(r) 即 为 
V (r). 

定理 0.6. iX (M, F, dm) 是 一 个 具有 有 限 可 反 系 数 的 向 前 完备 Finsler MG, u X 
M 上 非 负 的 C? Bak. 假设 


全 

a)X p€[0,1).Gu X. M .E3E fi 6*3 LAF BK, Wu o AC. 

b) Spe (1,co) Hux M 上 非 负 的 下 调和 函数 , 则 是 常数 . 

c) p € (一 00,0) Hut M 上 正 的 上 调和 函数 , Mu 为 常数 . 
注 2. 在 歼 曼 流 形 中 , 上 述 定理 是 由 Karp([16]) 和 Grigoryan A.([2, 3) 给 出 , 之 
后 Sturm([34]) 把 它 推 广 到 Dirichlet 空间 的 情况 上 . 
注 3. 4AA uc LP?(M)(p > 0 且 p 关 1) 时 , 满足 定理 0.6 的 条 件 . 并 且 对 正常 
C, 当 同 前 测 地 球 的 体积 满足 

V(r) € Cr 或 V(r) < Cr’ logr, 

也 满足 定理 0.6 的 条 件 . 


因此 , 我 们 有 以 下 两 个 推论 , 它们 分 别 推广 了 Yau 在 文献 [43] 中 的 定理 3 和 
Cheng 与 Yau 在 文献 [9] 中 的 推论 1.1. 
推论 0.7. iX (M, F, dm) 是 一 个 具有 有 限 可 反 系 数 的 向 前 完备 Finsler AH. 

a) € p € [0,1), 则 每 个 非 负 的 LP? 上 调和 函数 是 常数 . 特别 地 , 若 M 的 体积 
V(M) < oo, 则 M EASE AM LiFe BRE FR. 

b) X p € (1,00), 则 每 个 非 负 的 L? 下 调和 函数 是 常数 . 
推论 0.8. 设 (M, F, dm) 是 一 个 具有 有 限 可 反 系 数 的 向 前 完备 Finsler 流 形 . E 
存在 正常 数 C 及 序列 Ry > +00 , 使 得 


则 我 们 有 以 下 结果 : 

a) € p € [0,1), 则 每 个 非 负 的 LP Lise BRAK. 特别 地 , X V(R,) < 
CR}, 则 M 上 每 个 非 负 的 上 调和 函数 是 常数 . 

b) X p € (1,00), 则 每 个 非 负 的 LP 下 调和 函数 是 第 数 . 
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定理 0.9. ik (M, F, dm) 是 一 个 具有 有 限 可 反 系 数 的 向 前 完备 Finsler 流 形 ， 
uve M EC? EGR. © Vi(r) := fata udm. X Alogu > 0 E 
2 


ji 
lim sup 一 一 一 = oo, 0.0.4 
"aos! V(r) 


Iu tR. 特别 地 , X uc L'(M) E. Alogu > 0, 8] u E A. 


定理 0.9 推广 了 Yau 在 文献 [43] 定理 1 PHAR, 即 在 完备 的 黎 曼 流 形 中 ， 
E Zz(p > 0) 可 积 的 函数 v 满足 Alogv = 0, Wl aT EHI u 为 常数 . 


注 4. 在 定理 0.9 中 , 我 们 只 讨论 了 p = 1 的 情况 , 这 是 因为 定理 0.6 的 条 件 包 含 
了 定理 0.9 的 条 件 , Hh Algu = 0 可 得 logw 是 调和 函数 . 因此 , 4 p z 181, 
定理 0.6 的 a) lb) 已 经 包含 了 Yau 在 文献 [43] CH 1 P p z 1 的 情况 . 


2.2. 紧 致 无 边 的 Finsler 流 形 上 调和 函数 的 梯度 估计 


由 于 Finsler 流 形 上 的 几何 量 与 方向 有 关 , 因此 , Finsler 流 形 中 调和 函数 的 
梯度 估计 比 黎 曼 流 形 上 的 复杂 . 为 此 , 我 们 将 讨论 紧 致 无 边 的 Finsler 流 形 中 调 
AU pF 2A EP S E dh vt. 

由 于 带 权 的 Ricci 曲率 Riey (z, y) KF y 是 二 次 齐 次 的 , M paw Rien (2, y) 2€ 
射影 球 从 SM 上 的 函数 . 因此 , Æ (M,F, dm) 是 一 个 紧 致 无 边 的 Finsler 流 形 ， 
则 3 Ricy 一 定 有 界 . 对 于 (M, F, dm) 上 的 调和 函数 , 我 们 有 下 面 的 梯度 估计 . 


定理 0.10. 设 (M, F, dm) 是 一 个 n 维 紧 致 无 边 的 Finsler AH, u 是 M 上 的 调 
Fo HH, NAAR Ricci 曲率 Ricy 有 非 正 下 界 K, LA 


F(z, Vu) € J/-(N — 1)K(u — inf u). 


推论 0.11. iX (M, F,dm) 是 一 个 n 维 紧 致 无 边 的 Finsler AB, ux M 上 的 调 
和 函数 , Æ Ricy > 0, 则 以 是 一 个 常数 . 


当下 是 一 个 黎 曼 度量 时 ,， 上 述 结果 即 为 黎 曼 流 形 中 调和 函数 的 梯度 估 
计 ([42]). 


2.3. Finsler 流 形 上 热 方 程 解 的 唯一 性 定理 


fi 要 xi 


2009 年 , Ohta 和 Sturm 在 文献 [24] 中 研究 了 Finsler 流 形 上 非 线性 的 热 方 
程 
- — Au, 
其 中 A 是 Finsler JE LASER Laplacian. 他 们 还 给 出 了 Finsler 流 形 上 热 方 
程 的 整体 解 与 局 部 解 的 存在 性 和 正则 性 定理 ([24]). 


C MM 是 一 个 开 集 ,ve HLO), 定义 狄 利克 雷 能 量 ([25]) 
Eou) = 5 | F'(Vu)dm. 
4 Q = M, Ul Eo = Ey. > 
H'(Q) := {u € HL (Q) n L(N)|Ealu) < oo), 


并 且 记 HN) 是 CL(N) 关于 (Minkowski) && lullo := |lullz2(Q) + Eo(u)2 的 
团 包 , HQ) 表示 HEN) 的 对 偶 空 间 . 下 面 我 们 给 出 Finsler 流 形 上 热 方程 的 
整体 解 的 定义 和 存在 性 定理 ([24]). 

设 (M, F,dm) 是 一 个 向 前 完备 的 Finsler WIE. 对 某 个 固定 的 T > 0, vt e 
[0, T], Zi u(x,t) € P(Hi(M),[0,T])) 0 H!(H-!1(M), [0,T]), HX} ve e C9(M) 


| expan - f dy(Vu)dm, 
M Ot M 


则 称 u 是 热 方程 在 M x [0, T] 上 的 整体 解 ([24] 定 义 3.1). 

注意 , u(zQt)e D'(Hi(M),[0,T]) n H'(H-!(M),[0, T]), 我们 可 以 得 到 
u € C(L?(M), [0, T]) ([24]). 

此 外 , Ohta 和 Sturm 给 出 了 整体 解 的 存在 性 和 正则 性 定理 : 对 每 个 uo € 
Hi(M) RAT > 0, 在 M x [0, 了 TT] 上 存在 热 方程 的 整体 解 u, 且 分 布 Laplace 
Au(z, t) 关于 体积 测度 dm 和 任意 的 上 是 绝对 连续 的 ([24] 定 理 3.4 ). 

下 面 给 出 Finsler 流 形 上 的 L (p > 1 可 积 的 热 方程 解 的 唯一 性 定理 . 它 是 
Peter Li 在 文献 [18] 中 对 应 结果 的 推广 . 


定理 0.12. 设 (M, F, dm) 是 一 个 具有 有 限 可 反 系 数 的 向 前 完备 Finsler 流 形 . 
对 某 个 耳 > 0, Vt € [0, T], 假设 ulz, t) 是 一 个 定义 在 M x [0, T] E. 85 3E A BH, 
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E u(x,t) € L?(H}(M), [0,7] n H! (H^ (M),(0,T]), 35€ u(z,0) = 0, 并 且 对 
D> 1, 及 任意 非 负 的 pe CLIM) A 


J jo + dp(Vu)}dm < 0, | u?(x,t)dm < oo, 
m Ot M 
则 在 M x([0,T] 上 , u(z,t) «0. 


此 外 , Karp 和 Li 在 文献 [14] 中 证 明了 , 若 完备 黎 曼 流 形 上 测 地 球 B, (xo) 的 
EFR V(r), WRAL Vir) < er" (c=const.), 则 热 方 程 的 任意 有 界 弱 解 由 解 的 初 值 唯 
一 决定 . 之 后 , T.Sturm([34]) 和 Grigor'yan A.([4]) 把 Karp 和 Li 的 结果 中 体积 
增长 的 条 件 推广 到 以 下 情况 ， 


人 rdr m 
Jı log V(r) 


XAJ, Grigor’yan A. 在 上 (定理 11.9) 中 将 T.Sturm([34]) 和 Grigor’yan A.([4])4 
果 中 测 地 球体 积 增长 的 条 件 推广 到 更 一 般 的 情况 . 下 面 我 们 将 研究 Finsler 流 形 
上 的 类 似 问 题 . 

VW (M, F, dm) 是 一 个 向 前 完备 的 Finsler 流 形 . 为 了 方便 , 记 B, := B+ (zo), 
ERT dm 的 体积 记 为 V(r).， 类 似 于 Grigoryan A. 在 文献 [1]( 定 理 11.9 ) 中 的 
结果 , 我 们 有 以 下 定理 . 
定理 0.13. 设 (M, F, dm) 是 一 个 具有 有 限 可 反 系 数 的 向 前 完备 Finsler 流 形 , 对 
KAT > 0, u(z,t) 是 热 方程 在 M x (0,T) 上 的 整体 解 , BAL? 的 意义 下 满足 
ulo = 0. 假设 对 zo € M, R>0 有 


[ S u*(z,t)dmdt < exp(f(R)), 


其 中 f(r) 是 (0,00) 上 正 的 单 增 函 数 ， 使 得 
œ rdr 
eee 


| f(r) 
则 在 M x (0,T) .E, u(z,t) = 0. 
fi u(x,t) EADIE M x (0,T) 上 的 有 界 整 体 解 , H := sup|ul < oo, A 


令 定理 0.13 中 的 f(r) = log H°TV(r), 则 类 似 于 T.Sturm((34]) 和 Grigor’yan 
A.([4]) 的 结果 , 我 们 可 以 得 到 以 下 推论 . 
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推论 0.14. 设 (M, F, dm) 是 一 个 具有 有 限 可 反 系数 的 向 前 完备 Finsler 流 形 , 对 
XA T > 0, ulz, t) 是 热 方程 在 M x (0,T) 上 的 有 界 整 体 解 , BEL? 的 意义 下 


loc 
满足 Uli—o = (): 假设 
| rdr —— T 
; logV(r) ' 
则 在 M x (0,T) E, u(z,t) =0. 


TA, V(r) < e" 满足 上 述 推论 的 条 件 , 因此 , 我 们 可 以 推广 Karp 和 Li [14] 
中 的 主要 定理 . 


推论 0.15. 设 (M, Fdm) 是 一 个 具有 有 限 可 反 系 数 的 向 前 完备 Finsler AH, 对 
RAT > 0, u(z,t) 是 热 方 程 在 M x (0,T) 上 的 有 界 整体 解 , HEL? 的 意义 下 
满足 wlio = 0. 假设 对 正常 数 c 有 


2 


V(r) < e, 


则 在 M x (0,T) E, u(z,t) 20. 


Abstract 


Finsler geometry is just Riemannian geometry without the quadratic Re 
striction. In his ” Habilitationsvortrag” of 1854, the famous mathematician Rie- 
mann mentioned this general case. In views of the complicated computations in 
Finsler geometry, he turned to the geometry of quadratic metric, which has been 
known as Riemannian geometry. Hence, Finsler geometry is also conferred the 
name Riemann-Finsler geometry. We just call it Finsler geometry for brevity, 
in recognition of Finsler’s thesis on the subject in 1918. In his famous Paris 
address of 1900, Hilbert formulated 23 problems, in which Problem 4 and 23 
were included in the category of Finsler geometry. Thereafter, under the effort- 
s of E.Cartan, S.S.Chern, L.Berwald, J.Douglas and other geometers, Finsler 
geometry has developed into a fruitful branch in differential geometry. 

After 1990s, on the initiative of S.S.Chern, Finsler geometry has been devel- 
oped tremendously. Many geometers worked in this field such as D.Bao and Z. 
Shen, etc. It has been proved that a lot of global results in Riemannian geometry 
still holds for Finsler geometry. This not only provides some universal results, but 
also gives a better understanding of the geometry to us. The representative works 
are as follows: the geodesic theory([5]), comparison theorems([32, 39, 45]), har- 
monic maps for Finsler manifolds([12, 20, 31]), the Gauss-Bonnet theorem([6]), 
etc. 

The purpose of this paper is to study some properties of function theoretic on 
Finsler manifolds. The content is divided into two parts. In the first part, we give 
the generalized maximum principle on forward complete Finsler manifolds, and 
study some Liouville-type theorems for harmonic(subharmonic, superharmonic) 
functions by the use of the generalized maximum principle. In the second part, 
we first study L?-Liouville theorems for harmonic(subharmonic, superharmonic) 
functions on Finsler manifolds, then we give the gradient estimate for harmonic 


functions on compact Finsler manifolds without boundary, as an application, 
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we get that the harmonic function is a constant on such manifolds with non- 
negative Ricy. Finally, we study uniqueness theorems for heat equations on 


Finsler manifolds. 


Keywords: Finsler metric, Finsler-Laplacian, harmonic(subharmonic, su- 
perharmonic) functions, the maximum principle, Liouville theorem, heat equa- 


tion. 


1. Generalized maximum principle and its application on complete 


Finsler manifolds 


It is well-known that Hopf's maximum principle is a powerful tool in s- 
tudying geometry analysis. It is extended by H.Omori and Yau to complete 
noncompact Riemannian manifolds([9, 27, 42]), which says that if M is a com- 
plete Riemannian manifold with Ricci curvature bounded from below and u is 
C? function bounded from above, then there exists a sequence {zr} on M such 
that 


lim u(z,) = supu, lim |Vul|(z,) = 0, limsupAu(z,) < 0. 
大 一 co M 大 一 co k—oo 


Recently, Omori -Yau maximum principle has been widely used in various 
problems, and there have been many important results about it([8, 13, 28, 29, 41, 
42]). In this section, we will extend Omori -Yau maximum principle to Finsler 
manifolds. 

For this purpose, we first give the definition of Finsler gradient and Finsler- 
Laplacian. Let (M, F) be a Finsler manifold. For any x € M, Legendre trans- 
formation £L :TM — T*M is defined as ([30]) 


L(y) := 9(y,-) = gg(z,y)y'dv, Vy € T,M\{0}, £(0) := 0. 


It is a diffeomorphism from TM\{0} to T*M\{0}, thus, there exists the in- 
verse transformation C : T*M\{0} > TM\{0} ([30]). In addition, £ is just 
continuous at zero-section. Unlike the case of Riemannian manifolds, Legendre 


transformation is non-linear on Finsler manifolds. 
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We define the gradient vector by means of Legendre transformation. Given 
u € C?(M), then the gradient vector Vu(z) is defined as([30]) 


Vu(x) := £ !(du(x)) e T, M. 


In a local coordinate system, we express Vu as 


D 2 sn 
Vut | g” (VO TEM,, 


x E M \ Ma. 


Note that Vu is only continuous on M, but C! on M,, and V(—u) 4 —Vu. 


Finsler-Laplacian of a function is defined as the divergence of the gradient. 
Let dm = o(x)dz be a smooth volume measure on Finsler manifolds. Finsler- 
Laplacian of u is defined as ([33]) 


1 ð Ou 
— di 一 ”一 一 -一 1J 一 -一 一 
Au := div; (Vu) "EX (ca (Vu) = (0.0.5) 


where div, is the divergence with respect to dm = o(z)dz . 


Since Legendre transformation is nonlinear, Finsler-Laplacian is a second- 
order nonlinear elliptic operator(|35]). It is smooth on M, but can not be defined 
by (0.0.5) on M\ Mau. It is thus clear that Finsler-Laplacian is essentially different 
from the Laplacian on Riemannian manifolds. Therefore, we generally consider 
its definition in the sense of distribution([25, 33]), that is, for u € HL.(M), the 
distributional Laplacian([25, 33])of u is defined as 


f pAudm := -| Do(Vu)dm 
M M 


for y € C?(M). 

In addition, since the divergence depends on the volume element on Finsler 
manifolds, different Laplacian is defined by different volume element. Note that 
Finsler-Laplacian reduces to the Laplacian on Riemannian manifolds when F is 


a Riemannian metric. 


A function u € C*(M) is called a Finslerian harmonic (resp. subharmonic, 


superharmonic) function on M if Au = (2, X)0 on M,. Since Au = 0 a.e on 
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M\M,([25]), u is a harmonic function implies that u is a harmonic function in 


the sense of distribution. 

For such Laplacian, Shen([32]), Wu and Xin([39]) and Zhao and Shen([45]) 
established volume comparison theorems for Finsler manifolds. Shen([11, 35]), 
Wang and xia([37]) and Yin, He and Shen([44]) gave some estimates for the first 
eigenvalue. Moreover, the heat flow, splitting theorem and Li-Yau type gradient 
estimates have been studied by Ohta([24, 23, 25]). 

In the following, we give the definition of the weighted Ricci curvature([30, 
25, 26]). 

Let (M, F, dm) be a n-dimensional Finsler manifold with smooth volume 
measure dm = o(x)dz. Given a vector y € T,M\{0}, let y : (-e,e) — M be 
the geodesic such that 7(0) = z, y (0) = y. Then the distortion of F is defined 
by([30]) 


det( gi; (x, y)) 
a(z) 


T(x, y) := log | 


and S-curvature S is defined by 


Sz. y) = ret). leo 


We also define 


d / 
5(z, y) = OE, Y (0)]ioo. 
The weighted Ricci curvature is defined by([30]) 


Ric, (y) := | Ric(y) + 5(y), S(y) = 0 
Ricw(y) := Ric(y) + S(y) - Ë, WN € (n, oo). 
Ric, (y) := Ric(y) + S(y), 


where S(y) is the S Curvature at (x,y), Ric(y) is the Ricci curvature at (x,y). 


Remark 1. Note that Ricy(y) is a quadratic homogeneous function in 
y. Thus we say that Ricy > c for some c € R if Ricy(y) > cF(y)? for all y € 
T MN 0j. If F is Riemannian metric, then S curvature vanishes identically, and 


the weight Ricci curvature reduces to Ricci curvature in Riemannian manifold. 
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1.1. On the generalized maximum principle on Finsler manifolds 

Let p € M be any fixed point of a forward complete Finsler manifold M with 
dimension n. For x € M, r(x) is the distance function from p. Let y : |, r] > M 
be any unit speed geodesic from p to x. According to the result of Yau({9, 42]), 
define 


! N -1 1 i inet ent 


If x is not on the cut locus of p, then we can take y to be the unique 
shortest geodesic from p to x and define K(z) := K,(z). Otherwise, we define 


K(x) := min, K,(x), where y ranges over all the minimal geodesics from p to z. 


Theorem 0.1 Let (M, F, dm) be a forward complete Finsler manifold. Let 
u be any non-constant C?-function which is bounded from above on M. Then 
there exists a sequence of points (xy) C My, such that 
lim u(z&) = supu, 
天 一 oo M 
2r(zx)|u(zk) — u(p) + 1] 
FV uy au) 
GW) = kn.) + 2) log(r? (nx) + 2) 
2 (r(z)K (zx) + 1) [u(z) — u(p) + 1] 
k(r*(zk) + 2)log(r?(zk) + 2) 
Ar^ (zx) [u(zx) — u(p) + 1] 
k?(r? (zy) + 2)? (log(r? (zx) + 2)? 
where r(x) = d(p, x), p is a fixed point in M,. 
When (M, F) is a Riemannian manifold, Theorem 0.1 is Theorem 3 in[9]. 


According to the definition of Ricci curvature and Theorem 0.1, we get the fol- 


Aux) < 


lowing result. 


Theorem 0.2 Let (M, F, dm) be a forward complete Finsler manifold. Let u 
be any non-constant C*-function bounded from above on M. If the weighted Ricci 
curvature Ricn is bounded from below, then there exists a sequence (xx) C M, 
such that 


jim u(x.) = supu, jim F(Vu)(zxy) = 0, limsupAu(z,) < 0. 
一 CO M 一 CO k- 00 
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1.2. Applications of the generalized maximum principle on Finsler 
manifolds 

In Riemannian manifolds, if u is a superharmonic function, then —u is a 
subharmonic function. Thus, properties of superharmonic function are essentially 
the same as subharmonic function. However, in general, A(—u) Æ —Au on 
Finsler manifolds. Therefore, we need to study properties of superharmonic 


function and subharmonic function, respectively. 


Theorem 0.3 Let (M, F, dm) be a forward complete Finsler manifold. Sup- 
pose that there exists a compact set such that the weighted Ricci curvature Ricy > 
c outside the compact set for some constant c > 0. Then there is no non-constant 
subharmonic(superharmonic) C?-function bounded from above(below). 

Theorem 0.3 is similar to Corollary 2.1 of Yau in [9]: If M is a complete 
Riemannian manifold such that outside a compact set the Ricci curvature is 
bounded from below by (dim M + &)/r?, where r is the distance from some fixed 
point and £ > 0 is a fixed constant, then M does not admit any non-constant 
positive superharmonic function. 


According to Theorem 2 in [29], we give the following theorem. 


Theorem 0.4 Let (M, F, dm) be a forward complete Finsler manifold with 
nonnegative weighted Ricci curvature Ricy. If u is a C^ function bounded from 


above, and satisfies 
Au > cF(Vu), 


then u is a constant, where c is a positive constant. 


In addition, we have the following result by Theorem 0.2, it is an extension 


of the main result of [10]. 


Theorem 0.5 Let (M, F, dm) be a forward complete Finsler manifold with 
the weighted Ricci curvature Ricn bounded from below. If u is a nonnegative C" 


function on M satisfying 
Au > cuf, 
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then u vanishes identically, where c is a positive constant, and t > 1. 


2. Some Liouville-type theorems and uniqueness theorems on 


Finsler manifolds 


The classical Liouville theorem states that every nonnegative (or bounded) 
harmonic function on IR" must be constant. Since the seventies of the last centu- 
ry, various Liouville theorems for harmonic (subharmonic) functions have been 
extensively studied on complete Riemannian manifolds. In addition, uniqueness 
theorems for heat equation in Riemannian manifold have attracted the interest 
of many mathematicians. 

A natural question is how to generalize Liouville theorems for harmonic 
function and uniqueness theorems for heat equation on Riemannian manifolds to 
Finsler manifolds. 

Since geometric objects depend on the direction on Finsler manifolds, and 
Finsler metric is not symmetric in general, that is, it is not reversible, we give 
the definition of the reversibility. 

Let (M, F) be a Finsler manifold. We say F is reversible if F(z,—y) = 
F(x,y) for any y € T; M. Generally, Finsler metric is not reversible, so we give 
the definition of the reversibility of (M, F) by([30]) 

Am sup E 
(za)erMN) | F(z, y) 
Obviously, F is reversible if and only if Ap — 1. And when F is Riemannian 


metric, the fundamental tensor is independent of the direction, then A = 1. 


2.1. L?-Liouville theorems for harmonic(subharmonic, superhar- 
monic) functions on Finsler manifolds 

Let (M, F, dm) be a Finsler manifold of dimension n with a volume measure 
dm and u be a nonnegative C? function. Fix a point zo € M, for r > 0, B+ (zy) 
is a forward geodesic ball of radius r with center at zo, and V(r) is the volume 
of B (ro) with respect to dm. According to the result of [34], let 


un 人 oe 
r \ZO 
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for p € R. Note that V,(r) = V(r) if p = 0, and u is a positive C? function for 
p «oO. 


Theorem 0.6 Let (M, F, dm) be a forward complete Finsler manifold with 


finite reversibility and u be a nonnegative C? function. Assume that 
oo 
> 
J = dr = oo. (0.0.6) 
1 


a) If p € [0,1) and u is a nonnegative superharmonic function on M, then 
u is a constant. 

b) If p € (1,00) and u is a nonnegative subharmonic function on M, then u 
is a constant. 

c) If p € (—00,0) and u is a positive superharmonic function on M, then u 
is a constant. 

Remark 2. The theorem above is proved by Karp([16]) and Grigor'yan 
A.([3, 4]) in Riemannian manifolds, then Sturm([34]) extends it to Dirichlet space. 

Remark 3. Obviously, the condition of Theorem 0.6 is satisfied if u € 
L?(M)(p > 0 and p Z 1) or 


V(r) € Cr^or V(r) < Cr?logr, 


where C is a positive constant. Therefore, we have the following corollaries 
which extend Theorem 3 of Yau in [43] and Corollary 1 of Cheng and Yau in [9], 
respectively. 

Corollary 0.7 Let (M, F, dm) be a forward complete Finsler manifold with 
finite reversibility. | 

a) If p € (0,1), then every nonnegative superharmonic function u € L?(M) is 
a constant. In particular, if V(M) « oo, then every nonnegative superharmonic 
function on M is a constant. 

b) If p € (1,00), then every nonnegative subharmonic function u € L?(M) 
is a constant. 

Corollary 0.8 Let (M, F, dm) be a forward complete Finsler manifold with 


finite reversibility. If, for some point zy € M and sequence Ri 一 +00, 


V»(Re) € CR}, 
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then we have the following results: 


a) If p € (0,1), then every nonnegative superharmonic function u € L?(M) 
is a constant. In particular, if V (Ry) < CR,°, then every nonnegative superhar- 


monic function on M is a constant. 


b) If p € (1,00), then every nonnegative subharmonic function u € L?(M) 


as a constant. 


Theorem 0.9 Let (M, F, dm) be a forward complete Finsler manifold with 
finite reversibility and u be any positive function. Set Vi(r) := f B+ (zo) udm. If 


A log u 2 0, and 
2 
" 
lim sup———~ = oo, 0.0.7 
PU m 
then u is a constant. In particular, if u € L'(M) and Alogu > 0, then u is a 


constant. 


Theorem 0.9 is a generalization of Theorem 1 and the results of the appendix 
of Yau in [43]: If the function u belongs to L?(p > 0) on a complete Riemannian 


manifold satisfying A log u — 0, then u is a constant. 


Remark 4. Note that we only study the case p — 1 in Theorem 0.9. For 


the case p Æ 1, it is contained in the results of Theorem 0.6. 


2.2. Gradient estimate for harmonic function on compact Finsler 


manifold without boundary 


Since Finslerian objects depend on the direction, the gradient estimate is 
more complex on Finsler manifolds. Therefore, we study the gradient estimate 


on compact Finsler manifold without boundary. 

Since the weighted Ricci curvature Ricy(z, y) is a homogeneous function in 
Y, pi fien (x, y) is regarded as a function on the projective sphere bundle SM 
of M. Thus, if (M, F, dm) is a compact Finsler manifold without boundary, then 
zz Ricy must be bounded. For such manifold, we have the following gradient 
estimate. 


Theorem 0.10 Let (M, F, dm) be a compact Finsler manifold without bound- 


ary of dimension n and u be a harmonic function on M. Then the lower bound 
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K of Ricn must be non-positive, and 
F(z, Vu) € V-(N — 1)K(u — inf u). 


Corollary 0.11 Let (M, F, dm) be a compact Finsler manifold without boundary 
of dimension n and u be a harmonic function on M. If Ricy > 0, then u is a 
constant. 

In particular, if (M, F) is a Riemannian manifold, the theorem above is 


reduced to the corresponding Liouville theorem in Riemannian geometry(|[42]). 


2.3. Uniqueness theorems for the heat equation on Finsler mani- 
folds 
In 2009, Ohta and Sturm(|24]) studied the nonlinear heat equation 
Ou — 
3^ 


on Finsler manifolds, where A is Finsler-Laplacian. They also gave the existence 


Au 


and regularity of the global and local solution([24]). 
Given an open set Q C M, the Dirichlet energy of u € H},(Q) is defined by 


([25]) 
Eo(u) := 5 | (vum. 


If Q = M, then Eg = Ey. Set 
H!(Q) :一 {u € Hi (Q) N L? (Q)|Eg(u) « co}, 


and let Hi (N) be the closure of C?*(Q) with respect to the (Minkowski) norm 
lulla := |lullz2(Q) + Eo(u)2, H7! (Q) be the dual space of H1(Q). 

In the following, we give the definition and the existence theorem of the 
global solution on Finsler manifolds([24]). 

Let (M, F, dm) be a forward complete Finsler manifold. For T > 0, we 
say that a function u on [0, T] x M is a global solution of the heat equation if 
u(x,t) € L'(H3(M),[0, T])) n H' (H-! (M), (0, T]) and if 

Ou 


p dm = -f dp(Vu)dm, 
M Ot M 
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holds for t € [0, T] and y € C??( M)([24|Definition 3.1). 

The condition u(x,t) € L'(H1(M),[0, T]) à H! (H^! (M), |0, T]) implies u € 
CU (M), [0, T(I24]). 

In addition, Ohta and Sturm have given the existence and regularity theorem 
of the global solution ([24] Theorem 3.4): For each up € Hj(M) and T > 0, there 
exists a global solution u of the heat equation on M x [0, T], and the distributional 
Laplacian Au(z,t) is absolutely continuous with respect to dm for all t € (0, T). 

In the following, we give uniqueness theorem for L? solutions(p > 1) of the 


heat equation on Finsler manifolds, which extends the result of Peter Li([18]). 


Theorem 0.12 Let (M, F, dm) be a forward complete Finsler manifold with 
finite reversibility. For some T > 0 and Vt € [0, T], assume u is a nonnegative 
function defined on M x|0, T] and u(z,t) € L'(H1(M), [0, T) AH! (H^! (M), [0, T]) 
with u(x,0) = 0. If u satisfies 


J s + dp(Vu)}dm < 0, f uP(r,t)dm < oo, 
m Ot M 


for p > 1 and any nonnegative function y € C%(M), then u(x,t) = 0 on M x 
| 0, T]. 

In addition, Karp and Li({14]) proved that the bounded weak solution of 
the heat equation on complete Riemannian manifolds is uniquely determined 
by its initial data when V(r) < e*', where V(r) is the volume of the geodesic 
ball. Later, T.Sturm and Grigor’yan A.([4, 34]) extended the condition of volume 
growth in the result of Karp and Li([14]) to the condition | 


[ rdr e 
1 logV(r) 


Grigor’yan A.([1]) generalized the condition of the theorems of T.Sturm([34]) and 
Grigor'yan A.([4]) to more general case. In the following, we will generalize the 
above results to Finsler manifolds. 

Let (M, F, dm) be a forward complete Finsler manifold. For convenience, 
set B, := B} (xo), and V(r) is the volume of B, with respect to dm. According 
to the result of Grigor' yan A.({1] Theorem 11.9), we have the following result. 
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Theorem 0.13 Let (M, F, dm) be a forward complete Finsler manifold with 
finite reversibility, and u(x,t) be a global solution of the heat equation on M x 
(0, T), and ulizo = 0 in the sense of L2,(M). Assume that, for x9 € M and for 
all R » 0, 


T 
/ f u^ (z,t)dmdt < exp(f(R)), 
Jo JBr 
where f(r) is a positive increasing function on (0,00) such that 


œ% rdr 


f(r) 

Then u(x,t) z 0 on M x (0,T). 

If u(x,t) is a bounded global solution of the heat equation on M x (0, T), 
H := sup|u| < oo and f(r) = log H?TV(r) in Theorem 0.13. Similar to the 
results of T.Sturm([34]) and Grigor'yan A.([4]), we have the following corollary. 

Corollary 0.14 Let (M, F, dm) be a forward complete Finsler manifold with 
finite reversibility, and u(x,t) be a bounded global solution of the heat equation 
on M x (0, T), and ulizo = 0 in the sense of L? (M). Assume 


| rdr 
peat 
1 log V(r) 


Then u(x,t) 2 0 on M x (0,T). 

Obviously, V(r) < ec satisfies the condition of above corollary, therefore, 
we generalize the theorem of Karp and Li([14]). 

Corollary 0.15 Let (M, F,dm) be a forward complete Finsler manifold with 
finite reversibility, and u(x,t) be a bounded global solution of the heat equation 
on M x (0, T), and ulizo = 0 in the sense of L? ,(M). Assume 


V(r) € e” 


for some constant c. Then u(x,t) =0 on M x (0,T). 
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1.1 准备 知识 


本 节 里 , 我 们 复习 一 些 Finsler 流 形 上 的 定义 和 性 质 . 参见 [5, 30, 33] 了 解 更 
多 的 细节 . 

在 本 节 中 , 指标 约定 为 : 小 写 拉 丁字 母 的 取 值 范围 为 {1,...,n}, 小 写 希腊 字 
母 的 取 值 范围 为 {1,...,n — 1); 并 使 用 爱 因 斯 坦 求 和 约定 . 

XM A n ERME, TM 是 其 切 从 . 在 M 上 取 局 部 坐标 系 (1), MTM 中 
的 任意 向 量 可 表示 为 y = yz, Jf (zi, yi) 构成 TM 上 的 局 部 坐标 系 . 记 TM 上 
WAN (x,y). 流 形 M 上 的 一 个 Finsler 度 量 是 定义 在 TM 上 的 连续 函数 

F :TM > [0, +00) 

满足 以 下 三 条 : 

(1) (正则 性 ) F ETM \ (0) E3638; 

(2)( 正 齐 次 性 ) 对 任意 实数 入 > 0, A F(z, Ay) = AF (z, y); 

(3) ( 强 凸 性 ) 基本 二 次 型 g = gi;(a, y)dz* 8 dz? 正定, gij := $(F?)yiys- 

aM Em My € TM, M. EBRJFinslerRE & Fi E F(x,—y) = F(z,y), WwW 
RFRA RA. 一 般 情 况 下 , Finsler 度 量 不 具有 可 反 性 . 

EA, y) € TM\{0} 上 定义 
10F’(z,y) 10g; 


Ci QA DN e D ’ 

ine E Oy'OyOy* | 20y* 

i Ogj Ogk — Ogjk 
Jik ` = 5a (8 ur E 
Nj = Gel? = CRY. V 
0 O O 


ór! Dr t Oy?’ 
óy : = dy + Nidi, 


1 a {ógn ,Ógu  Ógjk 
Ti, i= aol ( 29H 994 99m) 
ik? 39 (3 TU or 
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议 T:TM > M 为 从 投影 . 陈 联络 是 定义 在 拉 回 从 xw*TM 上 的 联络 , 它 由 
以 下 结构 方程 确定 : 

(1) EH: dx? 入 wi = 0; 

(2) 几乎 与 度量 相 容 : dgij — gag? 一 giw? = 2Cijkóy*. 

#idwi = T det, BAT, = ri. 

陈 联络 对 应 的 提 率 2. 形 式 定义 为 = 


- 
0 = duj— wi A wt =: LUTEA ^ d z' + Piada" ^ by’. 


Ri AGRE HIE, Pi RAS RI. 通过 计算 我 们 得 到 


a rs, 297 1 m 1 
Rir = SEU IS 7 ur Dae 


4 ga := gis By, Moda (z,y) € TM\{0}, 设 72M 中 包含 y 的 2 维 平 
HII, = span(y, V}, y = yai, V = Vi, 那么 , 以 % 为 旗杆 的 II 的 旗 曲 率 定 
Viy’ Riny V" 
Iy(¥s Y)I (V, V) — loy (v. V) 
FERRER EN, g MRa SAYER, 上 式 就 是 I, 的 截面 曲率 . > 


K(II,) := 


R; = y R; uy , Rik = gi; Rp- 
我 们 称 及 或 Rj;: 为 黎 曼 曲率 张 量 或 黎 曼 曲率 . 在 T,M 上 选取 关于 qi- 么 正 基 ， 
{e1,...,€n} Hy = en. 我 们 定义 Finsler 流 形 在 点 (z,y) 的 Ricci 曲 率 为 


Ric(y "2 K (y, ea) = g} Rig = RE. 


以 下 我 们 用 到 的 联络 都 是 陈 联络 , 用 V 表示. 
设 7( 的 是 M 上 的 一 条 可 微 曲线 , V = Vt) Sly A 358 y (0) B0) RT oh [6] BD. 
ST = Y(t) = £t, WV (t) (t) HE So xg MA 


dt? 
vie ,9 
VIVO = TE VT T G0). 0)) arbo 


E y(t) 满足 
VIT =0, 
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则 称 y(t) 是 一 条 测 地 线 . 

KG" = G:(z,y) 是 Finsler 流 形 上 的 喷射 系数 , G* := 1g" ([F?] u^ — [F?],9. 

通过 计算 我 们 以 得 到 G’(x,y) = SD i (m, y)! y. 从 而 可 得 y(t) 是 M 上 的 测 地 线 

当 且 仅 当 在 局 部 坐标 系 下 满足 
(y (£))" + 2G' (*(t), Y (t)) = 0. 

对 任意 的 y € T,M\{0}, 设 y(t) 是 一 条 满足 y(0) = zfiy(0) = y 的 测 地 线 ， 
fup Pam A iE X 

T(z, y) := log | 


天 的 S- 曲 率 3 定 义 为 


det(gij(x, y)) 
a(x) 


Sle, y) = Fle), leo. 


我 们 还 可 以 定义 


d 
S(z,y) = S Seu) f (D) 
我 们 定义 带 权 的 Ricci 曲率 (weighted Ricci curvature) 7j ([30]) 


Ric,(y) := 4 Rie) + S0), 当 S(y) 0, 
| le 当 S(y) # 0, 


Ricy(y) := Ric(y) + S(y) - É, YN € (n, oo). 
Rien (y) := Ric(y) + S(y), 
其 中 Sly) 表示 S HRE (x,y) BUB, Ric(y) 表示 在 (x,y) 的 关于 下 的 Ricci 曲 
注意 , 这 里 的 Ricw(y) KF y 是 二 次 齐 次 的 , 即 , XJ c € R, Ricy > c 是 指 
Ricy(y) > cF(y)*. 当 F 是 歼 曼 度量 时 , S 曲率 消失 , 此 时 , 带 权 的 Ricci 曲 率 就 为 
黎 曼 流 形 上 的 Ricci 曲 率 . 
定义 z 点 的 指数 映射 为 
us | YL 7Yy) yeETlM\t{0}, 
x y = 0, 
其 中 Y(t, x, y) 是 一 条 测 地 线 , 使 得 y(0, x,y) = 2, y (0,z,y) = v. WHRy € 
S,M = {y € T,M|F(y) = 1, €X y 的 割 值 为 


iy :二 sup{r|exp,(ty), 0 < t < r, 是 单 射 }. 
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c 的 单 射 半径 定义 为 
iz := inf i}. 
y€ S; M 
M 的 单 射 半径 定义 为 tw := infi. 
x 的 割 迹 定义 为 
Cut, := lexp,(i,y)|y € SM}. 
对 zo, zl € M, zo 到 zi 的 距离 图 数 定义 为 
1 
d(xo, z1) -inf | F(7(t))dt, 
" JO 
其 中 下 确 界 取 遍 所 有 7(0) = zo 且 7(1) = zi 的 Cl- 曲 线 7 : [0,1] > M. YER, 
Finsler 流 形 上 的 距离 函数 一 般 是 不 具有 对 称 性 . 当天 是 可 反 的 时 , 距离 函数 是 对 
PRRI. 以 zo 为 心 , ?为 半径 的 向 前 测 地 球 定义 为 
B} (zo) := (x € M|d(zo, £) < r}. 


如 果 (M, F) 中 一 个 点 列 {on} 满足 : 对 任意 e > 0, FEN > 0, 使 得 当 7 > 
i > NI, A dlzi zj) < e (d(z;,z;) < e), WER {£r} 是 向 前 (向 后 ) Cauchy Fi. 
WR (M, F) 中 任意 向 前 (向 后 ) Cauchy 列 都 在 M 中 收敛 , 那么 M 称 为 向 前 (向 
后 ) 完 备 的 . 

对 pe M, 设 r(:) = d(p,:) 是 从 pz 点 出 发 的 距离 函数 , 则 我 们 有 以 下 结果 . 
引 理 1.1 ([5]). (M, FP) —^F Finslerzue , s&4kr?(-) = d?(p, JÆ 

[gw) 在 去 掉 p 领 域 里 是 Coe 的 ， 

( 旭 在 p 点 是 CI 的 ， 且 具有 零 导 数 ， 

(c) 在 p 点 是 C2 的 充 要 条 件 是 所 在 TM 上 是 黎 曼 的 . 


Woy(t), 0 之 t+<7, 为 一 条 测 地 线 , ST := y(t). 3 (t) 的 指标 形式 (index 
form) 定 义 为 
I(V,W) := |  [gr( VV, VEW) + Rr(V,T, W,T)) dt, 
0 


HPV, W 为 y(t) 上 的 任意 两 个 向 量 场 . RJ 是 沿 y (t) 的 一 个 向 量 场 . 如 果 它 满 
足以 下 Jacobi 方 程 
ViViJ + Rr(J,T)T = 0, 
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那么 称 J 是 一 个 Jacobi 场 , 其 中 Rr(J, T)T := T? Ri4T'V* &. Kp = 7(0),q = 
y(r). WR y(t) 上 存在 一 非 零 Jacobi 场 使 得 在 p,q 两 点 都 为 零 , MAR q Æp (Hy) 


cy :二 sup{r| exp, ty PÆ r HHA, 0 « t <r, ). 


我 们 有 以 下 指标 引 理 ([5]). 
引 理 1.2 (指标 引 理 ). 设 y(t), 0 € t <r, 是 Finsler 流 形 上 的 一 条 测 地 线 , H(t), 
0<t<7r, #2 7(0) HARA. J 是 y(t) 上 的 一 Jacobi 场 . W 为 y(t) 上 的 一 向 量 
Xj. 如 果 W(0) = J(0), W(r) = J(r), 那么 I(W,W) > I,J), 等 号 成 立 的 充 要 
条 件 是 W =J. 


定义 Legender 变 换 L :TM > T*M 3j 
gy(Y, :) ye TM\{0}, 
£ = 1.1.1 
(y) | ; y-0 (1.1.1) 
对 任意 的 ce T*M\{0}, Finsler£ SFM BS EE F* E SU 


M. &(v) 
dx sera toy F(Y) 
我 们 可 以 证 明 对 任意 的 y € TM\{0}, € = L(y), 有 F(y) = F'(€) = 4. 3t 
且 Legendre 变 换 L 是 TM\{0} 到 T*M\{0} 的 微分 同 胚 ([30]), 因此 存在 L 的 逆 变 
HL- : T*M\{0} > TM\{0}. 
利用 Legendre 变 换 , 我 们 可 以 定义 函数 的 梯度 . 给 定 函 数 v € C?(M), 在 
z 点 的 梯度 癌 量 场 ([30]) 


Vu(z) := C (du(z)) € TaM. 
在 局 部 坐标 下 , Vu 表示 为 


ij ðu ð 

Vu :一 | ai — (1.1.2) 
0 reM\M,. 

其 中 Mu = {x e M|du(z) 20). 一 般 情况 下 , Vu 在 M 上 只 是 连续 的 , 但 在 MX 上 

是 光滑 的 , FF H V(—-u) z -Vu. 


Wdm = c(x)dz! ^ --- ^ dz" fé(M, 四) 的 某 个 体积 形式 (体积 元 ), X = 
X (M, FP) EAA ex E RT hie BH, 则 X 关 于 dm 的 散 度 qivv X 可 定义 为 ( 参 
考 [33],82.4) 
(div, X)dm := d(X |dm). 
其 中 X| 表 示 关 于 X 的 内 微分 . 直接 计算 可 得 
l 1 0 i 
div, X = zga 0X ). 
FinslerjiJ] FER Zu JLaplaciansE X. Jy 
Au := div; (Vu). 


在 局 部 坐标 下 , Av 在 MM 上 可 以 表示 为 

1 ð Qu 

"ETT Bat 
由 于 Legendre 变换 是 非 线 性 变换 , 因此 , Finsler-Laplacian 是 一 个 非 线 性 

的 二 阶 椭圆 算 子 ([35]), 并 且 它 在 M 是 光滑 的 , 而 在 MMM, 上 无 法 用 (1.1.3) 定 

X, 故 在 一 般 情形 下 , 我 们 都 考虑 其 在 分 布 意义 下 的 定义 ([25，33])， 即 ， 对 

u € Hy,,(M), Vp e CP(M) A 


J pAudm =- f do(Vu)dm. 
M M 


Zh, 由 于 Finsler 流 形 上 的 散 度 依赖 于 体积 元 的 选取 , 通过 不 同 的 体积 元 
我 们 可 以 定义 不 同 的 Laplacian， 从 (1.1.3) 我 们 还 可 以 看 出 A(-vw) # —Au, 
此 , Finsler 流 形 上 需要 分 别 讨论 下 调和 函数 和 上 调和 函数 的 性 质 . 可 见 , Finsler- 
Laplacian 与 歼 曼 流 形 上 的 Laplacian 有 本 质 的 区 别 . 然而 , 24 F 是 歼 曼 度量 时 ， 
Finsler-Laplacian MÆRK 5 UJE [-H) Laplacian. 

假设 4 是 M 上 的 C? 函数 , Au ifi Au = (2, x)0, W u Æ M 上 的 
Finsler 调和 (下 调和 ,上 调和 ) 函 数 . 由 于 Au 在 M\M, 上 几乎 处 处 为 零 ([25]), 所 
UE u Æ M 上 的 Finsler 调和 (下 调和 ,上 调和 ) 函 数 , M u 在 分 布 意 义 下 也 是 
M 上 的 调和 (下 调和 ,上 调和 ) 函 数 . 

给 定 -个 同 量 场 V, 使 得 在 MY #0, 带 权 黎 曼 流 形 (A, gy) 上 带 权 的 梯度 
回 量 场 和 带 权 的 Laplacian[25] 定 义 为 


Au = (cg? (Vu) (1.1.3) 


g(y)9u 2 M 
V" := | (Vasar TE M\M A" := div; (V qu). 
LE us 


第 一 章 ”FINSLER 几 何 基础 知识 7 
HXVV"u-VulAV'u-^Au d 
对 VX,Y € TM, EM, Eulf']Hessian H (u) LA ([30],85.1) 
H(u)(X, Y) := XY (u) - VY"Y (u), 
其 中 VY"* 表 示 陈 联络 V 在 方向 VYv 取 值 . 由 陈 联 络 的 性 质 易 得 
H(u)(X, Y) = (Vx Vu, Y)s,, = (Vy" Vu, X)g,, = H(u)(Y, X). 


5| R8 1.3 ([30]). (M, Fdm) 是 一 个 具有 体积 形式 dm 的 n 维 Finsler 流 形 , u = 
u(ZT) 是 M 上 的 可 微 函 数 , 那么 , 在 jM, 上 我 们 有 


Au = tr,,, H (u) — S(Vu), 
其 中 S 是 关于 体积 形式 dm 的 5 曲率. 


对 M 上 的 一 个 光滑 向 量 场 V 及 zx € My := (x € M|V (£) 4 0), 我 们 可 以 定 
X VV (x) € T*M ® T, M ([30],811.4) 


. { ov’ ! | 0 
VV(X) := VXV (x) = X? | agi (2) + Pa, yv*«)] a4 € 5M, X €T.M, 
其 中 V 表示 陈 联络 在 V 上 的 限制 . 对 M 上 的 可 微 函数 w = u(x), EM, EXIT 
Vy := V(Vu). 


Wea jaz €M EX T gv MARERE, w? 为 其 对 偶 基 , 我 们 有 
V*u = Duapea @ o, 
其 中 ”| 表示 关于 陈 联络 的 水 平 导 数 . 容易 验证 
Uajb = Upla. 


512 1.4 ([25]). (M, 已 gm) 是 一 个 Finsler 流 形 . stu € C*(M)AN € fn, oo], 
ft. M, E 3E RA 


F(Vu)? 
ar WY) — D(Au)(Vu) = Ries (Vu) + [Vulso 
n F(Vuy Au)? 
we — D(Au)(Vu) > Ricy (Vu) + ( 


i E | V?ul[2 coy AEX F gvh Hibert-Schmid&. 
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引 理 1.5 ([33]). 设 (M, 书 dm) 是 一 个 紧 的 定向 的 minsler 流 形 , zy 是 DBM 的 外 法 向 
€, 则 对 M 上 任意 的 光滑 向 量 场 X 有 


| divm = | gy (x, v)dAr. 


OM 


特别 地 , 若 M 是 闭 的 定向 的 流 形 ， 则 
f div, (X)dm = 0, 
M 
其 中 qd4r 是 mm 在 DAM 上 诱导 的 体积 形式 . 
下 面 给 出 Finsler 流 形 上 的 可 反 系 数 的 定义 . 
定义 1.1 ((33]). 设 (A, 五) 是 一 个 Finsler 流 形 , (M, 下 的 可 反 系 数 定义 为 


F(z, —y) | 


Ai sup | 
(x,y)€TM\{0} F (x , y) 


显然 , A> 1, 且 A = 1 当 且 仅 当 FF 是 可 反 的 , B, F(zr,—y) = F(z,y). 此 外 ， 
FA < oo, 则 
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ABP, 我 们 首先 把 黎 曼 流 形 上 的 广义 极 值 原理 推广 到 Finsler 流 形 上 , 并 
利用 它 研究 同 前 完备 的 Finsier 流 形 中 调和 (下 或 上 调和 ) 函 数 的 Liouville 定 理 . 其 
次 , 给 出 Finsler 流 形 上 带 权 Ricci 曲 率 条 件 下 体积 比较 定理 的 一 种 简单 证 明 方 法 ， 
简化 了 Ohta 在 文献 [22] 中 的 证 明 过 程 . 


2. Finsler 流 形 上 的 广义 极 值 原理 


在 本 章 里 , 我 们 总 假定 (MF dm) 是 一 个 带 有 体积 测度 dm = o(x)dxW] I BU 
完备 Finsler 流 形 . 给 定点 p € M, 对 任意 的 x € M, 记 r(7X) 是 从 p 点 出 发 的 距离 限 
数 . ty: [0,7] 9 M 是 从 p 到 z 的 单位 极 小 测 地 线 . 类 似 于 Yau 在 文献 [9, 42] 中 
的 工作 ; 冷 


O<k<r(z) 


- r(z) 
K,(z) := min | T A -sem |/ (t= Ries eria 


(2.1.1) 


者 Z 在 ?的 割 迹 内 , 我 们 取 ?7 为 从 p 到 z 的 唯一 的 极 小 测 地 线 , FFE MK (x) := 
K (z). EW, 我 们 定义 天 (z) := min, K,(z), 其 中 7 取 壳 所 有 从 pz 到 z 的 极 小 测 地 
线 . 


引 理 2.1. (M, F, dm) 是 一 个 n 维 的 Finsler 流 形 , z 是 M 上 从 p € M 出 发 有 极 小 
测 地 线 相连 的 点 . 若 Z 不 在 Dp 的 割 迹 上 ,， WMA 


Ar(r) < K(x). 


证 明 . wy: [0,1] > M 是 长 度 为 ! = r(x), 从 p 到 zx 的 单位 极 小 测 地 线 , e1, e2, 
en 二 了 (0) 十 (TzAM,9gyo) 寺 的 正 奖 基 . Q Ev (t), EB2(t),… , E (t) = Y(t) 是 沿 y(t) 的 
平行 向 量 场 , 使 得 E(0) = ei 且 { J(t)} 是 唯一 的 在 Y(0) 点 为 零 的 Jacobi 场 , 使 
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E ` 


显然 , W,(0) = J,(0), W;(l) = JD. 由 指标 引 理 我 们 得 到 
n—-1 n-—1 
> La A) < 2 hn W,) 
i=1 


fener AM 


(n — 1) [eG 
= faa Riel ))dt. 
“zy e) 


因此 , 我 们 有 


Ar(z) < AA "x M aE J  (£— kRie((£))dt — S(Vr(z)). (2.12) 


由 带 权 Ricci 曲 率 的 定义 可 得 


Ric((0)) = Riey(/(0)) = SQ) + ^00). 
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令 A 是 (2.1.2) 的 最 后 两 项 , 则 


DECORUS T 
es wane | (t — k)? [Rien (Y(t) — S'( (0) + 5 Jat — S(Vr(z) 
(t — ky 


= ARS? f t — k)’Ricy(7(t)) + (‘Saas + 2(t — is) | dt 


l f 2 i / 
= "wa-m] (t — k)'Riew (y (t))dt 
sd. cl Pr [ES NU) edem 
mF ), (Cs Wan) -0N ) 
1 i 2n: : N-n 
< op ced (t — k)“Ricn(y (t))dt + "ES (2.1.3) 
由 (2.1.2) 和 (2.1.3) 可 以 得 到 
N-1 1 r "— 
Ar(x) < D mes | (t — k)"Riew(y (t))dt. (2.1.4) 
因此 , 对 z e M/Cut(p), (2.1.4) &3z. 引 理 2.1 证 毕 . 口 


推论 2.2. (M, 下 dm) 是 一 个 向 前 完备 的 Finsler 流 形 . 对 常数 c, HRicy > c, 
则 Ar(z) 有 上 有 界 . 
WERA. 从 (2.1.1) 和 Ricw > c 我 们 可 以 得 到 


. [(N-1 C i j 
人 i} 
_{N-1 c 
= grin | -和 -人 
itr — k = s, WO < s < r. $ f(s) = - £s. 
(1) Zic < 0, RNA 


因此 
NU —c(N —1 
nap ghey 


1 
O0<k<r 
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B] 
K(z) <2 md m 
(2) Æc > 0, 则 
DA 
因此 ，f(s) 是 单调 减 的 , FFA min f(s ) = ) := 全 :一 Sr X 


Po Aa PAN ni >i 我 们 有 h(r) < " —1-$. 20 « r < 1, 我们 
A min h(r) = N =N—1-—§. B, 


推论 2.2 证 毕 . 口 


下 面 , 我 们 将 利用 带 权 的 梯度 和 带 权 的 Laplacian 来 证 明 Finsler 流 形 上 的 广 
义 极 值 原理 . 


定理 2.3. 设 (1M, 下 dm) 是 一 个 向 前 完备 的 Finsler 流 形 , u 是 M 上 非常 值 的 有 上 
JNC? HAE, 则 存在 序列 {zk} C AM, 使 得 


jim u(zx) Senpi | (2.1.5) 
F(Vu)(z,) - 2r(zk)[u(z) = u(p) T 1] (2.1.6) 


k(r?(x,) + 2)log(r?(z&) + 2)’ 
2 (r(zy) (zk) +1) u(r) — u(p) + 1] 
k(r?(z) + 2) log(r2(x,) + 2) 
4r* (xp) [u(zx) — u(p) + 1] 
Erf.) + 2): (log? (2) + 2) nen 


其 中 r(z) = d(p.z), pR M, —^ BALA, K(x) (2.1.1) 


Auz) < 


WEAR. 因为 u 是 M 上 非常 值 的 函数 , 故 存 在 p € M, 使 得 du(p) 4 0. try: [0,1] 一 
M 是 从 p 到 z 长 度 为 ! = 7r(z) 的 单位 极 小 测 地 线 . 对 任意 固定 的 上 > 0, 设 


u(x) — u(p) +1 


a (2.1.8) 
(log(r?(x) + 2))* 


Gi (x) — 
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由 于 Gk(p) = —, 3f HlimsupG,(z) < 0, 故 Gi(7z) 一 定 在 MM 中 的 某 一 点 zx 达 


(log 2) k 7 一 


到 它 的 极 大 值 . 由 zk 的 性 质 我 们 可 以 得 到 Gu(zs) > Gi (p) > 0, 从 而 可 得 
u(x.) 一 2(D) 十 1 > O. 


Step 1. 我 们 先 证 (2.1.6) 和 (2.1.7). 
下 面 我 们 将 分 两 类 情况 证 明 (2.1.6) 和 (2.1.7). 
Case 1. 假定 zx 不 是 p 的 割 点 , 我 们 可 以 在 zk 点 对 Gi (rc). 由 zn 是 Gi (x) 
的 极 大 值 点 可 得 
dGrx (zxk) = 0, 


即 

dudes 
Er) + Dlog(r?(a,) 4-2). ^8 er) 
因为 du(p) Z 0, 由 引 理 1.1 和 (2.1.9) 我 们 很 容易 得 到 x。 A p. 所 以 , 我 们 可 以 简 
化 (2.1.9) 


du(x,) = 


2r(zk)[u(zx) — u(p) + 1] 
k(r?(zi) + 2) log(r*(z) + 2) 
(2.1.10) RMH Bl du(x,) 7 0, BI, zk € My. 由 (2.1.10) 我 们 还 可 以 得 到 VYwr(zk) = 
Vr(zk) THAV*r(z,) = Ar(z,). 


Fir DOR SUE (M, gv.) ERR IR Gs (x) Ex, RIAPIM ATA, 我 们 有 


du(ry) = dr(zy). (2.1.10) 


VV*Gi(zy) —0 (2.1.11) 


和 
Av“Gk(zk) < 0. (2.1.12) 


4 A(x) = log(r?(z) + 2). 由 于 
div, (f VV*h) = fAV*h + go.(V™f,Vh) 2 € M,, 


从 而 有 
OG, O 


Ori Axi 
_ Vu ar(x)V¥"r [u(z) — u(p) + 1] (2.1.13) 
Ak kA" (r2 4- 2) 


V*Gi(z) = g” (Vu) 
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和 
Ti Au  Ar(r)(VV*"r, Vu)y, |. 2r(x)AV*r [u(z) — u(p) + 1] 
GS UIT NR ee pe 
Ak kA * (r? + 2) kA'* (r? +2) 
4(k + 1) r?(x) [u(z) — u(p) + 1] 
Vu Vu 
i (V A k2 AH (r2 4 2)2 V T)vu 
2 EM 
4 (NIV, 4r um) u(p) + 1] V"*r)v, 


kA^* (r2 +2)? 
2 [u(z) — u(p) + 1] 
kA (r2 + 2) 


由 (2.1.11) 和 (2.1.13) 我 们 得 到 


— (Vr, Vr) vu (2.1.14) 


27 (Zk) [u(zx) — u(p) + 1] 


Vulze) = kA(r?(ax) + 2) 


Vr(z). (2.1.15) 
由 (2.1.15) 可 得 
gvu( Vr, Vr)(zx) = gvr(Vm Vr)(zk) = 1. 
因此 ， 
2r(zbj[u(zh) — u(p) + 1] 
F(Vu)(zi) = k(rA(4) + 2)log(r?(z4) + 2) 


把 (2.1.14) 和 (2.1.15) 代 入 (2.1.12) 可 得 


Ar(z (Vr, Vu)vu(zx) 2 [u( rz) kn u(p) + 1j 


Au(xzy) < (r(z&)Ar(z) + 1) 


kA(r(xz)? "p 2) kA(r(z,)? T 2) 
Alk 1) rg) us) - up) +1] dr? fulza) — u(p) + 1) 
k? A?(r?(z&) + 2)? kA(r?(zy) + 2)? 


由 (2.1.15) 和 引 理 2.1 可 得 


2 [u(zx) — u(p) + 1] 
< ~RA(r(a,)? +2) (r(zi) (xk) + 1) 


4(1— k) r*(xx) [u(zk) — u(p) +1] 4r? [u(zx) — u(p) + 1] 
k? A?(r?(z&) + 2)? kA(r?(x&) + 2)? 


因此 , (2.1.16) RT EL fj 45 29 


2 [u(rx) = u(p) F 1) 
kA(r2(zx) 十 2) 


Aul(zx) 


. (2.1.16) 


Ar"(zy) (u(t) — u(p) + 1] 


Au(rzy) < k2 A? (r2 (,) + 2)? 


(r(x) K (zx) + 1) + 
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Case 2. 假定 x4 在 p 的 割 迹 上 . 在 y(t)(t € [0, 中 内 固定 一 点 5, We AE 的 
Ata rs. 设 Ns 是 从 zB 到 z4 测 地 线段 Y(t) 的 正则 领域 , 使 得 对 任意 x € Nz, 至 多 有 一 
AK TR ^ NU EE XE BEA. 

对 x € Ns, $T(r):— d(p, £). 显然 , 7 在 zx 的 领域 内 是 光滑 的 . 96 = r(p) = 
d(p, p), 则 由 三 角 不 等 式 可 得 


d(p, p) + d(p, x) > d(p, z), 
即 
64+7(x) > r(x). (2.1.17) 
Hey d Bey (£) BEATE n] VA FG SI 
d(p, p) + d(p, Tk) ums d(p, Tk), 
Bn 
0 4- rT(z&) = r(z&). (2.1.18) 
定义 
Gi (ac) = 
FH (2.1.17) #1 (2.1.18) n] 48 
Gy (x) < Gi (x) < Gk (xx) = Gy (zx), Vr € IN. 
因此 xx 也 是 Cx 的 极 大 值 点 . 在 xx 点 应 用 带 权 黎 曼 流 形 (M, ges) ERREA 


得 
V V* Gy) =.) 
和 
AV" Gy) < 0. 
类 似 于 Case 1H. itd 一 0, 我 们 得 到 (2.1.6) 和 (2.1.7). 
Step 2. 下 面 我 们 用 反 证 法 证 明 (2.1.5). HEA ARIZ, 我 们 取 e > 0 和 x € M, 
使 得 对 充分 大 的 k 满 足 
u(x) > u(zk) +E. (2.1.19) 
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43 4k — oo 时 , r(x) > oo, 即 存在 次 的 某 个 子 列 ( 仍 记 为 zk), 使 得 当 k 充 分 
大 时 有 7r(zx) > r(x). 因此 我 们 可 以 得 到 


u(x)-— u(p)+1 E u(xk) — u(p) -1 


1 [em Gi (zx). 
(log(r?(x) + 2))* X (log(r?(zx) + 2))* 


Gy(z) = 
这 与 区 的 定义 矛盾 
TOS PEAK, zx 收敛 到 一 点 元 则 由 (2.1.19) 可 得 
u(x) > u(Z) +e. 
另 一 方面 , HT Gi(z) < G(r), RA 
u(Z) — u(zo) + L = lim Gy (xg) > lim Gy (x) = u(x) — u(zo) + L, 


从 而 有 


这 与 假设 矛盾 . 定理 2.3 证 毕 . 口 


当 (M,F) 是 黎 曼 流 形 时 ,定理 2.3 即 为 Yau 在 文献 [9] 中 的 定理 3， 由 推 
论 2.2 及 定理 2.3, 我 们 可 以 得 到 以 下 结果 . 


定理 2.4. iX (M, F, dm) 是 一 个 向 前 完备 的 Finsler 流 形 , u 是 M 上 非常 值 的 有 上 
IRC? BI. 若 Ricn 有 下 界 , 则 存在 点 列 {zk} C Mu, 使 得 


lim u(xk) = supu, Jim F(Vu)(z,) = 0, limsupAu(z,) < 0. 
=e M oe, k—oo 


2.2 Finsler 流 形 上 广义 极 值 原理 的 一 些 应 用 
本 节 将 给 出 Finsler 流 形 上 广义 极 值 原理 的 一 些 应 用 . 


推论 2.5. 设 (AM, 忆 dm) 是 一 个 Eicvw 有 下 界 的 向 前 完备 Finsler 流 形 . AAH : 
RxTM > R, 且 对 ti,t € Rfev € TM, 以 及 所 有 的 t; 一 ther; > 0(i 一 20) 满 
AE lim inf H(t;, vj) > 0. BuxM LC? BR, LR 


Au(r) > H(u(x), Vu(x)), 


则 4 没有 上 界 . 
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证 明 . 假定 ww 有 上 界 , 由 定理 2.4 可 得 

lim u(x) = supu(z), lim Vu(a,) = 0. 

天 一 Co M k—oo 
设 lim u(zx) =C,HHC 是 一 个 常数 , 则 我 们 有 


lim inf H (u(zy), Vu(z&)) > 0. 


Au(rky) > H(u(xy), Vu(z&)), 
由 定理 2.3 可 得 | 
2 (r(zy) (xg) + 1) [u(z4) — u(p) + 1] 4r? (xp) [u(z&) — u(p) + 1] 
k(r*(zk) + 2)log(r?(zi) + 2) k*(r^(zx) + 2) (log(r*(zi) + 2))? 


1E (2.2.20) F, $k — co 可 得 
02 lim inf H (u(z), Vu(xy)) > 0. 
这 样 产 生 了 了 矛盾 , 所 以 v 没 有 上 界 . 口 


在 Finsler 流 形 中 , 一 般 情况 下 V( 一 4) 4 —Vu, AifjA(—u) x —A^u. 因此 ,我 
们 需要 分 别 讨 论 上 调和 函数 和 下 调和 函数 的 Liouville 定 理 . 

AT (x,y) := F(z,—-y) Vy € TM, VA R X-T FinslerBE 8 F (x, y) HOH 
度 和 Laplacian, 则 我 们 有 以 下 结果 . 


引 理 2.6. iX (M, 了 dm) 是 一 个 Finsler 流 形 , už M EC? £5, WA 


visu ec vu (2.2.21) 
A(—u) = —Nu. (2/222) 
Ricn(z,—-y) = Ricy (2, y). (2.2.23) 


证 明 . 对 任意 y € T, MN (0), PF? (s, y) = F?(z, -y) 04 


Gi (TY = gylt, -y)v y. 
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ERR y KFI 


97i(z， ek i Ogi; (Xx, — i ; 
ELT y! = 2gu(z, —y)y' + "EC )y. 


2g x(x, yy’ + 
由 g;; 是 零 次 齐 次 的 可 得 


YirlT, y)y' = Gig (Z, —y)y’. 


对 上 式 关 于 y 再 求 导 可 得 
Og a(z, y), ; Oga(T,—V), |, 
Guile y) + — Art V = guis) + Sy C. 
从 而 可 得 
'gu(z,v) = gu(z, —y). (2.2.24) 
由 (2.2.24) 我 们 还 可 以 得 到 
9 (x,y) = g” (z, —v). (2.2.25) 


SE := L(y) = gaz, y)y/dz? € T: MN(0), 则 由 (2.2.24) 得 
£e(-y) = gu(z. -y)( ^y? )dz* = —‘Gig(z, y)y/ dz? = —E, 
从 而 我 们 可 以 得 到 
g”, y) = 9 (Ce(y)) = g” (a, €) 


和 

g” (z, —y) = g (Le(—y)) = g” (x, —£). 
根据 以 上 两 式 和 (2.2.25) 可 得 

9" (z,£) = g" (x, —£), VE € TZ M\ {0}. (2.2.26) 
利用 (2.2.26) 我 们 可 得 


" Ou, ð i du, ð 
V(-u) = g"(-du)(- 55)275 = — 9 (du)( SS) = - Vu. 


A(—u) = div,(V(—u)) = div,(- Vu) = — Au. 
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此 外 , 由 (2.2.24) 和 (2.2.25) 可 得 


| it Ogitl—¥) | 09gu(—) — Ögel- 
Lily) = 59" (7v) Ga i E: B "D" 
le, 6g (y)  ETuly)  Sg(—y) 
= 27 (y) ( cm RE E “ial 
E f.) (2297) 
FH (2.2.27) 4411453 BI) 
R5 (x, 一 切 


or (x, —y) or (z, —y) i m i m 
= 一 一 一 一- — t T P s, -y); (T, =y) 一 NER —-y)U 5. 2, —y) 


bak 
EDT uNCA | | 
MM. LM EL Ges) Fra) - Tissu) Pv) 
= Riu y). (2.2.28) 
由 (2.2.28) 我 们 得 到 


REk(Z, —y) = Ri a(z, -y)(-y’)(-y') = Ri alz, y) =y) = Ri(z,y). 
从 而 可 得 


Ric(z,—y) = Ri(z,—y) = Rf(x,y) = Ric (zy) (2.2.29) 
另外 ， AR 30] 
1 Oo 
S(x,y) xx Ng (z,y) 一 y*— 2 rk’ 
EP NO OS(z, y) i ,OS(z, y) 
因此 ， 
S(z, y) = NEG. -y) - V) 2% 
4779) = k »—Y y g Oxk 
1 Oo 
= T(z —y)(—-y') eer 
1 Oo 
= Fale) + (09-25 
_ _ ‘yk pi Oo 
m Nil y) +y EY 


— S (s,y). (2.2.30) 
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由 于 
G'(z, =y) = 5T (s, -r o) = 5 Pj. Gs (vv) = Gy) 
从 而 
Cr 
_ 2 i) _ 2G (s, poen 
RETE (2.2.31) 


S^(z, — 
Ricy (2 —y) TES Ric(z, —y) 十 S(T, —y) dd xi 
Go 
= ficis, y) + $(e,y) - EY 
N-n 


= Rien(2,y). 


口 


引 理 2.7 ([11]). ABR" F HAAF K. u,v € H'(B)nC(B)BRa e R, 
在 B 上 满足 v > u, 且 在 巨 上 满足 -Auv + av > —A^u- au. 若 u(z0) = v(x), 则 在 
2r Bi —^4 2 3 F, u=v. 


根据 流 形 上 的 单位 分 解 和 局 部 坐标 系 可 知 ,， 上 述 引 理 对 Finsler 流 形 中 的 紧 
集 也 成 立 ([11]). 
定理 2.8. iX (M, Fdm) 是 一 个 向 前 完备 的 Finsler 流 形 , 假定 存在 一 个 紧 集 使 得 
在 紧 集 外 满足 Ricw > clc 是 一 个 常数 ), 则 流 形 M 上 不 存在 非常 值 的 有 上 界 ( 下 
Be JM (E HÀ Fe dS 
WEAR. 由 于 在 Finsler 流 形 中 , 一 般 A(—u) Z —A^u. 因此 , 我 们 需要 分 别 讨论 下 
调和 函数 和 上 调和 函数 的 性 质 . 

Step 1. 假定 v 是 一 个 非常 值 的 有 上 界 的 下 调和 函数 . 


Su < L(L 是 一 个 常数 ) 且 := u 一 L, 则 我 们 可 以 得 到 du = dù, BH, 
M, = Ms. 因此 可 得 Vu = Vif Au = Aŭ. 所 以 , 我 们 可 以 假定 v 是 M 上 负 的 下 
假设 /是 M 上 负 的 光滑 函数 . 对 某 个 6 > 0, Su = -f -— 6). 由 于 w 是 下 调 
和 函数 , 我 们 可 以 得 到 
2u(r)Au(x) € F*(Vu). (2.2.32) 
从 定理 2.3 和 (2.2.32) 我 们 得 到 
2|u(zy) — u(p) +1 
Foard OEP ra CK + 
Ar^ (zx) [u(zx) — u(p) + 1] 
k?(r? (xp) + 2)? (log(r?(z) + 2))? 
P ( 2r (zn)[u(zx) — u(p) + 1| | 
T Xk(r?(zy) + 2) log(r?(z)+2)/ ` 
由 于 w(xx) — u(p) 十 1 > 0, k(r?(xzk) + 2) log(r?(z,) + 2) > 0, 我 们 有 以 下 不 等 式 
r^(zy)|-u(zx) — u(p) + 1] 
RAGE Home CM 
Case 1. tbe AE lim r(zy) < cc， 这 表示 对 充分 大 的 RR, EBI (RP B 
一 点 z 达 到 它 的 上 确 费 其 中 B+(R) 表 示 以 p 为 心 R 为 半径 的 向 前 测 地 球 ， 在 
引 理 2.7 中 , Su(Z) = o, v = aHa = 0. ATu FWAR, 我 们 得 到 
在 B+(R) 中 wv 三 o. 由 于 R 是 任意 的 , 我 们 可 得 wu 在 M 上 是 常数 . 
Case 2. 假定 Jim7(zk) 一 00. 设 D 是 定理 2. 8 中 的 紧 集 , 则 存在 一 个 向 前 测 
— Ro), EAD: C - B (Ro ) 且 在 MA By (Ro) Riey > c. 
: [0,7] 一 M 是 连接 p 和 zi 的 单位 极 小 测 地 线 . 对 s > 0, Sro = 
Wr Ro), Me > 和 .由 (2.1.1) 和 定理 2.8 的 假设 可 得 


2u(zk) 


+ 2u(z) 


u(zk) (r(zx) K (zx) +1) € 


一 1 1 NN y 
Elan fatty f t?Ricn(y 
r(x) "us / 
N-1 1 " sN+eE Ci 
< = SEM prc 
SEDE. a) í T IC TIN 


cde. FON be) " Ci 
r(zx) r?(zi) r?(xy)' 


22 FINSLER 流 形 上 某 些 函数 论 性 质 的 研究 


其 中 Oi 是 一 个 正常 数 , 使 得 一 1 t^Riey (o (t))dt < Cy. 因此 


ro(N +e) + C1 


(te) AK (zk) +1 < —e + TA (2.2.34) 
FH (2.2.33) Fl (2.2.34) 4/148 F] 
o TAN +e) t C r^(zx)|-u(zk) 一 u(p) + 1] 
un) {e+ Ss esee 225) 


4 (2.2.35) P ooh @ 
0 < e(sup f — 6)? = —esupu < 0, 
这 样 产 生 了 了 矛盾 . 


Step 2. 假定 4 是 一 个 非常 值 的 有 下 界 的 上 调和 函数 . 
不 失 一 般 性 , 可 以 令 w > 0. 假设 f 是 M 上 负 的 光滑 函数 .对 某 个 5 > 0, 
eu zm (Ff a ó)*, nu 
du = 2( f — d)df. (2.2.36) 
FH (2.2.36) FT 40M, = My, 且 由 f —6 < 0 可 得 


at 9 
Ox? Ox) 
*1j ð 0 
= Xf 一 0)9 i(-d) 5 A 


L9 uv. (2.2.37) 


Vu = g'? (du)2(f — ô) 


由 (2.2.37) 我 们 得 到 


Au = div; (Vu) 
= div, (2(f — 5) V f) 
=f —d Af +F f). (2.2.38) 


由 (2.2.38) 及 u 是 上 调和 函数 可 得 


F*(Vf)« -(f —5)Af. (2.2.39) 


由 于 /是 M 上 负 的 光滑 函数 , 故 可 以 在 Finsler 流 形 (M, 下 ,dm) 上 应 用 定理 2.3. 
由 (2.2.39) 可 得 在 Mt 上 存在 点 列 {z} 使 得 
( 25r (zi)[f (zx) — f(p) + 1] ) 
k(¥2(x,) + 2) log(¥2(x,) + 2) " 
2[f (£) — f(p) + 1) (zx) K (ae) + 1) 
< ~—(f (rx) z- ô) klog(?(z) 4- 2) Cr 2 (rp) $ 2) 
4? (rx) [f (zx) — f(p) + 1] 
- G9) 7 aei) + 2) og Fx) - 27? eom) 
HPF (2) := de(p,z), K (2.1.1258, 即 , BY : (0, F] > M 是 从 p 到 z 的 关 
a Án iie 


K (2) UR | TE TE (F(a) 2b? a (t — pion typ . 
由 于 f(zx) — f(p) +1> 0, "M 


27 ?(zy)[2f (ae) — f(p) - 1— ð] 

Fey) + lola) ra) $ 09-9 (T Gi) K (ae) $ 1) . (2.2.41) 
H3(2.2.23) 8] 4, 对 任意 的 y € T.M\{0}, Ricw(a,y) = Ricw(r,—y). BR, 
Rin F UR SE Rieti PR. 

类 似 于 Step 1 中 的 Case 1 和 Case 2 的 讨论 , 我 们 可 以 推出 矛盾 . 因此 , 定理 
得 证 . 口 

定理 2.8 类 似 于 Yau 在 文献 [9] 中 的 推论 2.1, B: €M 是 一 个 完备 的 黎 曼 
流 形 , 使 得 在 一 个 紧 集 外 满足 Ricci 曲率 有 下 界 (dim M + es)/r2, 其 中 7 是 从 某 
个 固定 点 出 发 的 距离 函数 , s > 0 是 一 个 常数 , 则 M 上 不 存在 非常 值 的 正 的 上 调 
和 函数 . 


类 似 于 文献 [29] 中 的 定理 2, 我 们 给 出 以 下 定理 . 


定理 2.9. iX (M, 下 dm) 是 一 个 Ricn 非 负 的 向 前 完备 Finsler 流 形 . Xu M ER 
上 界 的 光滑 函数 , 对 正常 数 c 满 足 


Au > cF(Vu), (2.2.42) 


mui ak. 


24 FINSLER 流 形 上 某 些 函数 论 性 质 的 研究 


WEBB. 由 于 Ricw > 0, 从 (2.1.1) 可 得 
| 


Impe -—- (2.2.43) 
r(zk) 
假设 v 是 一 个 非常 值 的 有 上 界 函 数 , 由 定理 2.3 和 (2.2.42) 可 得 
2 (r(zx)K (z) + 1) [u(zx) — u(p) + 1] 4r" (zx) [wu(Zk) — u(p) 1] 
k(r?(zk) + 2) log(r?(z) + 2) k?(r?(z.) + 2)* (log(r?(zk) + 2)? 
2cr(zy)|u(zxy) — u(p) + 1] 
T k(r?(zx) + 2)log(r?(z&) + 2) 
因为 v( zk) — u(p) 4-1» 0, 我 们 得 到 
2r" (z) 
因此 , 由 (2.2.43) 和 上 述 公式 可 得 
m eu (2.2.44) 


r(x) kirar) + 2) log(r?(@e) + 2) 
= lim r(zx) < oo, 由 引 理 2.7 我 们 可 以 得 到 v 是 一 个 常数 . Pr (xx) 一 ofk > oc), 
则 由 (2.2.44) 可 得 
c< 0. 


这 与 我 们 的 假设 矛盾 , 定理 得 证 . g 
命题 2.10. 3X (M, 了 dm) 是 一 个 Ricewn 有 下 界 的 向 前 完备 Finsler 流 形 . Hu M E 
非 负 有 上 界 的 光滑 函数 , 且 对 正常 数 c 及 s > 0 有 


Au > cuf, (2.2.45) 

Ru = 0. 
WERA. 由 定理 2.4 可 知 , 在 1M 上 存在 序列 {x} 使 得 

lim u(zy) = supu, limsupAu(z,) < 0. 

k—oo M koc 
将 上 式 代 入 定理 的 条 件 可 得 

0 > limsupAu(z,) > climw’ (zr) = c suput > 0, 
k 天 一 Oo M 


一 OO 


Elce supu: = 0. 由 于 ww > 0, 我 们 可 得 w = 0. C 
M 
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由 于 一 般 情况 下 Finsler 流 形 上 V( 一 w) 关 一 Vu, ATüA(—u) x —A^u. 因此， 
我 们 需要 研究 反 向 Finsler 度 量 的 极 值 原理 . 


定理 2.11. 设 (M, F, dm) 是 一 个 向 前 完备 的 Finsler 流 形 , 4 是 M 上 非常 值 的 有 下 
RC? BH. 若 Ricw 有 下 界 , 则 在 Mi 中 存在 点 列 {zk}, 使 得 


lim u(r) = infu, jim TF (Vu)(a) = Q, lim inf A u(z > 0. 
WEAR. 在 定理 2.4 中 , 用 -代替 ww, RITI UL UTE M, ETETE— 2B A (n. ES 


jim (7u)(zx) = sup(—u) = —infu, 


BH 


jim u(zx) = infu. 
此 外 , 由 (2.2.21) 和 (2.2.22) 我 们 得 到 


Jim F(V(-u)) zz) = Jim F(- Vu)(z,) = lim F(Vu)(zy) = 0. 


limsupA(—u)(z,) = lim sup(— A )u(z;) = 一 im inf Au(zx) « 0, 
k- 00 大 一 oo 一 Oo 
B 
lim inf A u(z,) > 0. 
定理 证 毕 . o 


作为 上 述 极 值 定理 的 应 用 , 我 们 给 出 如 下 Liouville 定 理 , 它 是 文献 ([10|) 中 主 
要 定理 的 推广 . 首先 , 我 们 给 出 以 下 引 理 . 


引 理 2.12. g(r) = azt + aga! +--- + age’ 十 ak+l 是 一 个 实 值 函数 ,二 > 1， 
满足 0 «t—-kc« 1, Fla, > 0, Oki < 0, 则 


sup(z|g(x) < 0] < oo. 


WEM. HF lim g(x) = +00, 9(0) = ages < 0, 故 存在 一 点 zh, 使 得 gza) = 0, 从 
而 sup{zl9(z) < 0} < oo. 口 
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定理 2.13. (M, dm) 是 一 个 Ricwn 有 下 界 的 向 前 完备 Finsler 流 形 . 对 任意 非 
RHC? Baku, AG(u) = cou -eyuf 1 + - beguf ou; E Pt 10x t-kx 1 
且 co > Chai. #Au > G(u), 则 

G(sup u) < 0. 
证 有明. 由 于 co > ck, 故 存在 a > 0, 使 得 cpj1 < alco. > 

f=(uta)?, (2.2.46) 
其 中 t 为 G 的 阶 数 . 由 (2.2.46) 可 知 f 是 有 界 的 , B. 

0<f< a3. 


此 外 , 我 们 还 可 以 得 到 


pe (uta) > du. 
由 上 式 可 知 Mj = Mu. &F(z,y) := F(a, —y), Vy € T,M, 则 由 (2.2.26) 可 得 


1—t+ -t Ou O 

人 
Vf = y (4f) (ut a) 1 75 
Life aar yg cu ð 


mM > tgu. (2.2.47) 


FH (2.2.47) n] £8 
Vu = — per vy. (2.2.48) 
根据 (2.2.47)(2.2.48) 及 Laplacian 的 定义 我 们 得 到 
^f — div, (V f) 

1—t tl l-t 

= E Milia 2 
= ap yp 0p) + LT pH 
tlp Taco = (41) ar(& n m. 


- n 1727 f) EET (2.2.49) 


t+1 
t-1 Au 


su 
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(2.2.49) 两 边 同 乘 以 f 得 到 


[^f = PV) + : z PORA: (2.2.50) 


由 定理 2.11 可 知 当 Ricy > cH (cA THR), YE M, EE TE jl (ry Aes > 0, 使 得 
f(x) < inff e, F(Y f(E) < ex, A f(E) > -ck (2.2.51) 


其 中 sx 2 0(k 一 oo). 将 (2.2.51) 代 入 (2.2.50) 可 得 


t 十 1 。 ] 一 


t 2 
= s f (ok )Au(z,). 


HIT ig < 0, 我 们 可 以 得 到 


fii (ay) Au(ze) 


lA 
E 
一 人 一 
zn 
R 
m 
| 
ap) 
= 
| 
c 
+ 
_— 
N 
KH’ 


由 j 的 定义 及 Av > G(w) 可 得 


人 I f(x) + eh. (2.2.52) 


(u+a)t 
37h PAE MATA, Af (zxx) 一 inf ft, u(x) > supu. Alt, Zisupu < oo, 
M M 
则 (2.2.52) 式 中 令 k — oo 我 们 可 以 得 到 


G(sup u) 
(supu +a} 7 
从 而 可 得 
G(sup wu) < 0. 


下 面 证 明 在 定理 的 条 件 Fsupw < oo. AT Maiti Eck < atco, Meat < 
co, 从 而 我 们 可 以 找到 某 个 正常 数 6, 使 得 
Ck41Q ‘<6<o. (2.2.53) 
AT fen KN, He, 一 0(k > oo), 故 可 以 取 充 分 大 的 k 使 得 不 等 式 (2.2.52) 的 


右边 小 于 等 于 6, BI 


ee QU) (i) < ô, 
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从 而 我 们 可 得 
G(u)(zy) < (u +a) (z)ó. 
^ g(x) = G(x) — d(x + a), 则 
g(x) = (co — Hz’ +--+ + (exi — aô). 


FH (2.2.53) 815 | 82.12n] Allsupu < oo. 定理 证 毕 . 口 
M 


应 用 定理 2.13, 我 们 可 以 得 到 如 下 的 Liouville 定 理 . 
定理 2.14. iX (M, 了 dm) 是 一 个 Ricewy 有 下 界 的 向 前 完备 Finsler 流 形 . Au M E 
FE fü 69 C782, 且 对 常数 c > 0At > 1 有 


Au > cuf, (2.2.54) 


Nu = 0. 


2.3 Finsler 流 形 上 带 权 Ricci 曲 率 的 体积 比较 定理 


在 文献 [22] 中 Ohta 已 经 给 出 Finsler 流 形 上 带 权 Ricci 曲 率 的 体积 比较 定理 及 
其 证 明 , 但 证 明 方法 比较 复杂 , 且 用 了 很 多 很 复杂 的 记号 . 本 节 将 利用 Finsler 流 
形 上 的 极 坐 标 系 给 出 一 个 体积 比较 定理 的 简单 证 明 方法 . 

W(M, F, dm) 是 n 维 癌 前 完备 的 Finsler 流 形 , 给 定 M 上 一 点 p, 对 任意 的 x € 
M, r(x) := d(p,z). 对 于 某 个 常数 K, + 


> |K 
sin 4/ x-4t K > 06, 


Sk,N(t) = 4 t K — 0, 
sinh | y&t K <0. 

Sk N(t) 

ctg y(t) = Sk w(t) 


命题 2.15. (M, F, dm) X — ^n? A 75 4- 4 FinslerfiL JA, *1- X A  AEK, 
zr Ricn > K, 则 
Ar < (N = l)ctk v (T). (2.3.55) 


证 阴 . wy : [0,7] 一 M 是 长 度 为 ! = r(x), 从 p 到 z 的 单位 极 小 测 地 线 , e1, eo,…， 
en = Y (007€ (7, M, gro) EWEX. $E (t), 2(t),… ,Bn(t) = Y(t) 是 沿 y(t) 的 
平行 问 量 场 , EEO) = ei, 且 {J(t)} 是 唯一 在 y(0) 点 为 零 的 Jacobi 场 ,使 
FAU = El). 为 方便 , $K = (N — 1)e, c= <, W 


sin Vct c 0, 
sc(t) 一 t C= 0, 
sinh /—ct c< 0. 


Wilt) = EE Bt) 


Ar = ia ) 一 S(Vr) 


= - Yu ), E(D) — S(Vr) 


= S LU. Jj) — S(Vr). 


由 指标 引 理 我 们 可 得 


-1 


»! (Ji; Ji) 3 L,(Wi, Wi) 
li 2 SN 
=- y [ 0- - s()Ric(/(0)))d. 
从 而 有 
1 i / 2 2 : / 
Ar < a | {(n = DIE)? — s2(t)Ric(y(t)}dt — S(Vr). (2.3.56) 
由 带 权 Ricci 曲 率 的 定义 我 们 得 到 


-S'(y dy). (2.3.57) 


Ric(y'(t)) = Riey (4 (t)) — S’(7'(t)) + x 
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将 (2.3.57) 代 入 (2.3.56) 可 得 


i / 2 2 : / 1/ o) 
Ar < as | (0 - DIOP - 0 [Ries ) - o6) + FAD Ya 


M 
= gs | Vn - DOP - S20 Rien (70) - 


NE CN 
= acd 2s, (t)sc(t) S (y (£)dt 


x css oto | di 


N-n 


a(n 
l 
a | mera 
1 
< ai | (N -DBO - (N - nest) d 
N — 


其 中 第 二 个 等 号 成 立 是 因为 
l l 
| $8 = so - [ 2s, (t)s.(t) S (£)dt, 
0 0 


从 而 有 


zii f s?S'(t)dt P" S(Vr) - S(r) = f 2s. (t)se(t)S(t)dt = S(Vr) 


x n “2a! (Ds, (t) SDd. 


[] 


(M, 机 是 一 个 n 维 向 前 完备 的 Finsler 流 形 , p 是 M 上 一 点 . 设 {xi} 为 p 点 某 
个 邻 域 上 的 局 部 坐标 系 , 则 FF 诱导 出 T,M\{0} 上 的 一 个 黎 曼 度量 


g»(y) := g(p, y)udy' Q dy’, 
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其 中 y =y'4. 用 0 表示 由 gp 在 SoM = (y € T,M : F(py) = 1} 上 诱导 的 黎 曼 度 
量 , 并 用 qv, 表示 其 体积 形式 . MA, 


dvp(y) = 4/det gi;(p, y) (Xi conva EN dif Ava ar) i 


i=l 


WR AT, M\{0O} EN aa) Re RA, 也 即 
z"(v) := Fo) := F(v), z(v) := 8° t2 | 


其 中 {09*}"*-1 是 S,M 上 的 局 部 坐标 . 根据 [5, p. 412], gp = dr e dr + £?9,, Rdv, = 
Vdet à, dO, 其 中 d 昌 := d0! 人 :人 和信 dg"-l. 

取 定 一 向 量 y € SM, Hik ary HE. 定义 D, := (ty € T,Mly € 
SpM,0 € t < i], D, := exp,(D,). WAM = D,UCut,. BA, 我 们 把 坐 
标 系 

(z) = {2° oexp;!} : Dp — {p} > R” 
称 为 是 关于 点 p 的 极 坐 标 系 . 为 方便 起 见 , 简 记 
rp Oo exp; !, Quer exp, 
要 注意 的 是 , 极 坐 标 其 实 描述 了 一 个 从 (0, 十 occ) x SM SID,N (p) E $94) AR, 
即 
(r,y) => exp, ry. 


因此 , 我 们 也 用 (~ y) 来 表示 关于 点 p 的 极 坐 标 系 . 那么 , 设 y 是 S,M 中 的 一 点 , 坐 
ite {0°}, WA 


(exp, ) (r ) 
a *Ty Nei , 
OOF |i) . 90 

ð 

pu = (Exp, )aryY- 

Or (r,y) i 


给 定 M 上 的 任意 体积 形式 dm.， 在 极 坐 标 下 , 我 们 将 它 表 示 为 dm|w = 
ay(r, y)dr ^dO, 其 中 de = d6! ^- --Ad0n-!. 因此 , ERER, y) F, 根据 (1.1.3) 我 
们 得 到 
Or O 


Ar = div,(Vr) = Log (Vr) 
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由 于 Cwtp 关 于 dm 的 测度 V (Cut,) = 0, BFinsleriit JE M E m Bj d ER B. (R) A 


体积 类 
V(R) -/ 4 mn- fJ o o(r,0)drdð. (2.3.59) 
Bj (R) Dp(r) 


51 2.16 ([38]). Rif, ge X: Xr LY RHR, FH 


是 单调 递增 (递减) 的, 则 函数 


也 是 单调 递增 /递减 ) 的 . 
下 面 我 们 将 给 出 带 权 Ricci 曲 率 的 体积 比较 定理 


定理 2.17. 设 (MM, 了 Fdm) 是 一 个 向 前 完备 的 Finsler 流 形 . 若 对 常数 K 及 N € 
[n, oo], 带 权 的 Ricci 曲 率 Ricw > K, 则 对 0 <r<R< iH 


d skk k,N(t))^ ldt 
V(r) Em N(t)) E ldt’ 
其 中 记 是 p 点 的 单 射 半径 . 
证 明 . 由 (2.3.55) 和 (2.3.58) 得 
O S N(T) N-1 
Dr etg SUD. ay op Cee 


Bi 
0 N-1] . ð a(r, y) 
57 [In o(r, y) — In(sk,v(r))^ 1] = 5, in (sc) « 0, 


从 而 可 得 In aes -一 一 rr 关于 7 不 增 . 我 们 还 可 以 得 到 


(Sx,N( 
a(r, y) 
(Sx, v (r))^ 1 
关于 7 不 增 . 由 于 
1 ofr, y) Isom a(r, y)d0 
/ Na = SNe 73 
Cn-1 SoM (sk,N(7)) Sk N (£)Cn-1 
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故我 们 可 得 

n a(r, y)d0 

SKN (t)Cn-1 
关于 7 也 是 不 增 的 , 其 中 , C, 1: 表示? — 1 维 欧 式 单位 球面 的 体积 . 因此 , 对 0 <r < 
ip, 由 引 理 2.16 可 得 


Jo Is, c(t, y)dtdo _ V(r) 
SKN (£)C, 4 5 SKN (t)Cn—1 
关于 r 也 是 不 增 的 , MTIRO <r < R< iH 
V(R) _ fo (srn(t) -dt 
V(r) ^ fr(sxv(0)^-1dt 
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在 本 章 中 , 我 们 首先 研究 Finsler 流 形 中 大 可 积 的 调和 (下 或 上 调和 ) 函 数 的 
Liouville 定理 , 然后 , 给 出 紧 致 无 边 的 Finsler 流 形 中 调和 函数 的 梯度 估计 , 并 得 
到 推论 : 对 带 权 Ricci 曲率 非 负 的 这 样 的 Finsler MIB, 其 上 的 调和 函数 是 常数 ; 
最 后 给 出 Finsler 流 形 上 的 热 方程 解 的 唯一 性 定理 . 


3.1 ”Finsler 流 形 上 L? 可 积 的 调和 哨 数 的 Loiuville 定 理 
由 于 Finsler 流 形 上 的 几何 量 与 方向 有 关 , 旦 一 般 情况 下 , Finsler 度量 不 有 具 
有 对 称 性 , Bl, Finsler 度量 不 是 可 反 的 . 为 此 , 我 们 给 出 Finsler 流 形 上 可 反 系 数 
的 概念 . 
WX (M, F) 是 一 个 Finsler 流 形 , AW y € TM, F(x, —y) = F(x,y), 我 们 称 
F ÆRE. 一 般 情况 下 , Finsler 度量 不 具有 可 反 性 , 因此 , 我 们 令 ([30]) 
Nes sup ES -9) | ; 


(x,y)€TM\{0} F(z,y) 
KAA (M, F) 的 可 反 系 数 . 显然 ,下 可 反 的 充 要 条 件 是 和 = 1. 此 外 , “4Finsler 
PEKEREN, 基本 张 量 与 方向 无 关 , 因此 A = 1. 


引 理 3.1. 设 (M, 下 是 一 个 具有 有 限 可 反 系 数 人 的 有 insler 流 形 . BROT RAK 
3) A*, 则 A* =A. 


HERA. AC: T*M\{0} 一 了 MAN{f0} 表 示 Legendre 变 换 的 逆 变 换 . MERWE € 
T*M\{0}, $X = c! (-€), 则 由 [33] 中 的 引 理 3.1.1 可 得 


GOIO). 
万 一 方面 , 由 的 定义 我 们 得 到 


因此 , 我 们 有 
POX) Se Peele); 
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即 
F*(—£) 2 F(—X) 
IS Pl 
这 隐 含 着 A* < A. 类 似 , 我 们 可 以 证 明 A < A*. 引 理 3.1 证 毕 . 口 


V (M, F, dm) 是 一 个 带 有 光滑 体积 测度 dm 的 向 前 完备 Finsler 流 形 , u Æ 
M 上 非 负 的 CG 函数 . 对 M 中 的 某 点 Lo 及 r > 0U， B} (xg) 表示 以 To 为 心 7 pip 
径 的 向 前 测 地 球 , 它 关 于 dm 的 体积 记 为 V(r). 类 似 于 文献 [34], 对 p e R, 我 们 令 


V(r) -] uPdm. 
Bj (zo) 
注意 , 当 p < 0 时 , RIER u 是 M EWERS. “p= OM, V(r) BIA V(r). 


定理 3.2. iX (M, Fdm) 是 一 个 具有 有 限 可 反 系 数 的 向 前 完备 Finsler 流 形 ， 
ux M 3t f 4 C?-u Ak. 假设 


J VG" = 00. (3.1.1) 


a) Xp € (0,1) Hue M Lat fa 8 E38 fe HH, Muh eK 
b) Hp € (1,00) Hux M LAE fa 04 TF 38 fe BH, Muse RK. 
c) p € (—00,0).E.uX MLE LiFe XE, MuAH e Ak 


证 明 . 我 们 将 分 三 种 情况 来 证 明定 理 : p > 0(pz 1), p < 0 和 p = 0. 

Case 1: p > 0HpZ 1. 

Sp > 1, 我 们 假设 u 是 非 负 的 下 调和 函数 , 250 < p < 1, 我 们 假定 v 是 非 负 
的 上 调和 函数 . 给 定点 zo € M, > 


v(x) := min((R — r(x))*, R — ro}, (3.1.2) 
其 中 r(z) = d(xo, £), ro, R € Rt, 使 得 0 < ro < R, (R— r(z))* = max(R — 
r(r),0). BO = Bi(xoJBi (xo) 为 了 形式 简单 , 我 们 记 B := Bf (xo), 从 而 
FH (3.1.2) aT 4 
R — To TE Bro, 


R-r(x) «cen. 
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显然 , 在 0 上 dep = —dr, 且 在 M\Q 上 dy = 0. 令 F 的 可 反 系 数 为 A, 则 由 引 理 3.1 可 
得 在 2 上 
F*(dg) = F*(—dr)? < A? (3.1.3) 


AfEM\QOEF* (dp) = 0. 由 文献 [25] 中 的 引 理 3.5 可 知 , Av 在 MANA 上 几乎 处 处 
AF. 因此 由 引 理 1.5 我 们 得 到 


o-»[ i uP yp" Au 

— - p-1,.2 

-e-»[ Lars 

--0-1 | dg) 

= —(p — 1) J, uP yp F (Vu) — 2(p — 1) f ydyp(Vu). (3.1.4) 


Sv :=u?, 4u> 0 时 有 
dv = sui du 


从 而 
F(Vv) = F'(dv) = F” (Zu idu) = Sue 1 F(Vu). (3.1.5) 


Su = 0 时 dv 几乎 处 处 为 零 
23h, 由 文献 [39] 中 的 引 理 7.1 可 得 


ldp(Vw| < AF*(dyp)F(Vu), 
从 而 由 假定 及 (3.1.4)-(3.1.5) 可 得 
1 2 2 2 1 * 
- 7) A eF(VV < |1 — SJA f ver (dy)F(Vv) <0. (3.1.6) 


由 Holder's 不 等 式 和 (3.1.6) 可 得 


|a IE ere] « ( foao) (a- 5» f e Fw. 
(3.1.7) 
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1 2 
G(r) = (1— -) J F(Vv) 
P B, 


" 1 
K —(1— »» | ere» 


假定 4 个 是 常数 . Roo > 0 充分 大 , 使 得 u 在 Bo。 上 不 是 常数 . EER > ro > po, 
则 (3.1.7) 的 所 有 项 都 是 正 的 . 因此 我 们 有 


2 pe 2 1 (C= ay m g^ F(Vvy*l" 
fo Fldp) > uoo arvo 
01 0-7 3» fa, (R - ro FV + (1 — 5)? Sg PF (Ve)? 
A ——— 
o 1 [LR — ro)?G (ro) + KP 
ORR K  — — : 


Br\Bro 


(G(R) — G(ro)) t — ro)’, 


li» 2 2 da —21 vy 
K-Qü-5* | PPV) < ü- y » | F(Vv) 


从 而 由 (3.1.8) 可 得 
| vF'(de > ai (f = ro) Gleo) | ape +1} 
= i-r Gr (3.1.9) 
另 一 方面 , 由 (3.1.3) 我 们 得 到 
J PFa) < s f w = YR) = V. (ro)). (3.1.10) 


M m FH (3.1.9) 88 (3.1.10) ST Sj 


; 1 > Glro 
A*(V,(R) — Vp(ro)) 2 A; - ro) G(R) 二 
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即 
1 1 1 (R-ny 
Go) G(R)^ MV) - V, (ro). pd 
H Ero WR; = 2^rg, ke Nt, BR 
ro = Ro < R<- < Rn. 
从 而 由 (3.1.11) 可 得 
lox 1 m n (Re — Ry ay 
G(ro) G(R4) A*k=1V,( Rx) = VW (RE-1) 
> d$ (3.1.12) 
€ 4A4k=1V, (Rg) 
由 (3.1.1) 我 们 有 ; 
© (Re) - 
Vp (Ra) US 


因此 , YE(3.1.12) P n > co 我 们 得 到 


J F(Vv)? < 0, 


这 表示 在 B+ (ro) EF(Vv)? = 0. 因为 ro > 0 是 任意 的 , 我 们 得 到 在 M 上 FF(Vv)? = 
0. 从 而 可 得 v 在 M 是 常数 . 这 与 假设 矛盾 . 因此 , 在 这 种 情况 下 ww 是 常数 . 

Case 2: D < 0. 

当 p < 0 时 , 假定 v 是 一 个 正 的 上 调和 函数 . v := u$. 


dv = -ISlu$ du. 
由 引 理 3.1 我 们 得 到 
p p p 
F(Vv)' = F'(dv) = F'(-|2]u$"! du) = uP * F"(-duf < ^- Au? F'(Vu), 
从 而 在 M 上 有 


4 


T 1 
uP? F(Vu)? > " yF (Vo). 


类 似 的 由 (1.1.4) 可 得 
uP’ F(Vu)? < AP) 
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设 p 如 同 Case 1. 类 似 于 Case 1 我 们 得 到 


(p= 1) I VP o! Au = -(p — 1)? J ue F(Vu) — 2p — 1) J v?" gdp( Vu). 


fot] eV) 
+ 4A ( J Prao) (a -5y f MPV). 


(3.1.13) 
由 假设 可 知 (3.1.13) 的 左边 非 负 从 而 我 们 得 到 


a-i f l er sat (f rao) (a - 5» f er). 


从 上 述 式 子 及 (3.1.3) 我 们 得 到 


opr emo] sa (Lr) (0-5 ne) 


类 似 于 Case 1 的 讨论 , 我 们 可 以 得 到 v 是 常数 . 

Case 3: p — 0. 

tute JF A HI. ed A BC, Fl Bir JU HER BEP] PR ARV (7) 满足 (3.1.1). 令 w = 
min{u, k}, k e Rt. 对 任意 的 k € R+, 


显然 , uiu > k} 和 {wu < kin] Ski, 并 且 有 


du, —0 uk, 


du, = du u< k. 


SE = {x € Mlu(x) = k}, D+ = (x € Eldu # 0}, D- = (x € E|du = 0), W 
我 们 可 以 证 明 DP+ 关 于 dm 的 测度 VY(D+) = 0. 433€ qe D+ C M, EMP 
存在 一 个 局 部 坐标 系 (Vi r), 使 得 ge U. AXED Edu z 0, 我 们 可 以 假定 
fEDt E2v Z0. ÆU FẸ! = z!, 2? = z?,... 2^ = u(x) — k, 则 我 们 可 以 得 到 
[CA e.z”) = Ou 
O(a, 2 2). Ox" 


#0. 
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因此 , (z?,z?,….z") 可 以 作为 VU 上 的 坐标 系 , 且 (z1,z2,…z")|p+ = (z1, 22,--- 27-10). 
从 而 dim(D+) <n 一 1, 即 , V(D+)=0. 

此 外 , 我 们 还 可 以 证 明 在 D- 上 dw = 0， 取 任意 的 0% 曲线 y(t) c ME 
得 u(yY(0)) = k, 则 


jig | in{ (900)), k} — min{u(y(0)), B 
t 一 0 i—0 


"m min(u(^(t)) 一 o 


a t 一 0 t 


(y(t)) 一 大 
«60-5 oy 


min( z 


= lim 
t-0 
= 0, 


其 中 最 后 一 个 等 式 由 D- 上 du = 0 得 到 ， 从 而 我 们 可 得 在 {v = k) Edu, JLF Ah 
处 为 零 . 因此 , 在 { > k) E Vu, = Lo (dug) JU &b Ab AE, 在 { < k} EVu, = 
£ (duy) = Vu. 从 而 我 们 得 到 


J dev) Jd dp( Vu). (3.1.14) 


类 似 于 上 面 的 讨论 我 们 得 到 在 {w = k} 上 Vu 几乎 处 处 为 零 ， 由 文献 [29] 的 引 
理 3.5 可 知 Aw 在 {MN\M} 上 几乎 处 处 为 零 , AEM, EAu < 0, 我 们 得 到 


J dyp(Vu)dm = | Vudu 一 f pAudm = — J pAudm > 0, 
{u<k} {u=k} {u<k} (uck) M, 
(3.1.15) 


其 中 dj 由 dm 在 {u =k} 上 诱导 的 体积 形式 . 因此 , 由 (3.1.14) 和 (3.1.15) 可 得 
J QAu, < -| do(WVu,) < 0, 
M M 


即 , 在 分 布 的 意义 下 wx 是 一 个 非 负 的 上 调和 函数 .从 Case 1 的 讨论 可 知 , 对 任意 
的 g > 0.H.q A 1, (3.1.7) 式 对 于 wx 成 立 , 其 中 p 可 以 由 gq 代替, v 由 vi := (up)? 代 
替 . 注意 到 
J udm < | k*dm = kV (R), 
Br Bg 


XA BA (3.1.1) Xu, X. 因此 , 由 Case 1 我 们 得 到 几 是 常数 . HERR, 从 
而 可 得 4% 是 常数 . o 
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在 黎 曼 流 形 中 , 上 述 定 理 是 由 Karp([16]) 和 Grigor'yan A.([2, 3]) 给 出 , 之 后 
Sturm([34]) 把 它 推广 到 Dirichlet 空间 的 情况 上 . 

显然 , SRA u c LP(M)(p > 0 B. p z 1) 时 , 满足 定理 3.2 的 条 件 . FEW 
EFA C, 当 同 前 测 地 球 的 体积 满足 


Vir) < Cr 或 Vir) € Cr?logr, 


也 满足 定理 3.2 的 条 件 . 因此 , 我 们 有 以 下 两 个 推论 , 它们 分 别 推广 了 Yau 在 文 
献 [43] 中 的 定理 3 和 Cheng 和 Yau 在 文献 [9] 中 的 推论 1.1. 


推论 3.3. (M, 下 dm) 是 一 个 具有 有 限 可 反 系 数 的 向 前 完备 Finsler 流 形 . 

a) Xp € [0,1)， 则 每 个 非 负 的 2 上 调和 函数 是 常数 ， 特别 地 , EM th 
ARV (M) < oo, 则 M 上 每 个 非 负 的 上 调和 函数 是 常数 . 

b) X&p € (1,00), 则 每 个 非 负 的 ZP 下 调和 函数 是 常数 . 
推论 3.4. 设 (1M, 了 dm) 是 一 个 具有 有 限 可 反 系 数 的 向 前 完备 Finsler 流 形 ， 
ux M LAER 85 Life idit. 若 存 在 正常 数 C 及 序列 R, 一 +00 , 使 得 


V(Ry) < CR}, 


则 我 们 有 以 下 结果 : 

a) 若 p € [0,1), 则 每 个 非 负 的 L? 上 调和 函数 是 常数 . 特别 地 , $V(R,) < 
CR}, RM] M 上 每 个 非 抽 的 上 调和 函数 是 常数 . 

b) X p € (1,00), 则 每 个 非 负 的 LP 下 调和 函数 是 常数 ， 

由 推论 3.3 的 b) 我 们 可 以 推出 ae 下 调和 函数 的 Liouville 定 理 , 它 推广 了 [1] 中 
的 对 应 结果 . 
定义 3.1. Wo c R, 若 对 非 负 的 p € C (M), M ERIC? ER Mui Z f p(Au 一 
ou)dm = (»,x)0, 则 称 v 是 w 调 和 (下 调和 ,上 调和 ) 的 . 

显然 , Sa = 0, v 融 是 分 布 意义 下 的 调和 (下 调和 ,上 调和 ) 函 数 . 


推论 3.5. (M, Fdm) 是 一 个 具有 有 限 可 反 系 数 的 向 前 完备 finsler 流 形 ， 
u(x) M E3E f AC? HSK. Bu € LPM), (p> 1), 且 存 在 a > 0, 使 得 wu 是 a 下 调 
和 的 , 则 4 是 一 个 常数 . 特别 地 , 若 a > 0, 且 4 是 a 下 调和 的 , Mu 三 0. 
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证 明 . 由 4 是 a 下 调和 的 可 得 
J eduam > | auydm > 0, 
M M 


其 中 pe C>(M) 且 yp > 0, Bl, v 在 分 布 意义 下 是 下 调和 的 . 由 于 u € LI?(M),(p > 
1), 则 由 推论 3.3 的 b) 可 以 推出 wu 是 一 个 常数 . 另外, 当 a > 0, 由 上 面 的 过 程 可 
知 u 是 一 个 常数 , 再 由 4 是 a 下 调和 的 可 知 , u = 0. 口 


下 面 给 出 Finsler 流 形 上 的 Li! 可 积 函 数 的 Liouville 定 理 . 首先 , 我 们 给 出 下 面 
引 理 . 


引 理 3.6. 设 (MM, 厂 ) 是 一 个 具有 有 限 可 反 系 数 人 的 向 前 完备 Finsler 流 形 , 则 存在 
光滑 函数 p, 使 得 


其 中 尺 > 0, C = C(A) 是 依赖 于 人 的 正常 数 . 


证 阴 . 设 w(t) 是 一 个 光滑 的 实 值 函数 满足 0 < w(t) < 1, 使 得 


1 0<t<1, 
w(t) = 
» poo 


WA, w' 是 有 界 的 . 故 存在 某 个 正常 数 Co, 使 得 |w' < Cp. 
设 
p(z) =w (=) À 
其 中 r(x) = d(zo,x). 因此 , 我 们 有 


J1 z€B,(R) 
Eu | 0 zc M\B,(2R), 


且 
因此 , 由 引 理 3.1 可 得 


HAC :一 CoA > 0. O 
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定理 3.7. 设 (M, 尺 dm) 是 一 个 具有 有 限 可 反 系 数 的 向 前 完备 Finsler 流 形 ， 
是 1M 上 的 C 正 函数 . 令 Vi(7) := fite udm. 若 Alogu > 0.8. 
l E 
im Sup——— = oo, 3.1.17 
TP em 


则 4 是 常数 . 特别 地 , Xu c L'(M)EAlogu > 0, 则 wu 是 常数 . 


证 明 . Av = Vu > 0, 从 而 有 
dv du 
d(log v) — e 
由 于 4 是 正 函 数 , Afi n f Mis, = M, = Mg? (V log v) = g?(Vv) = g” (Vu). 
因此 ， Æ Mig s = M, => MLA 


V logu = x = n 
U 2u 
和 
Alogv = e 一 Yo) = >A logu >0. (3.1.18) 
从 而 在 M, 上 有 
vAv > F(Vv) > 0. (3.1.19) 


另外 , 由 文献 [25] 的 引 理 3.5 可 得 Av 在 MA\ M, EJLSÉE Ab Ab Se, 从 而 由 引 理 1.5 我 
们 得 到 


J pvAv = f Q^vAv 
Bzr Mv Bor 


Il 
| 
E 
6 
N2 
ES 
— 
< 
e 
— 


| 
| 
a 
M 
G 
Rho 
M 
< 
e 
to 
| 
oo 
x 
No 
© 
e 
&, 
S 
«1 
A 
cs 
ae 
Le) 
= 


FH (3.1.19) #(3.1.20) RT f 
p F(Vv)* < -2 | pvdy(Vv). 
/ Bor 

FH [39] AY 51 87.19] f3|de(Vv)| € AF*(dy)F(Vv), 从 而 有 


| pF(Vv) < 2A f OU (dp) F(Vv) 


(Len) (onn) 


lA 


= 


ho 


即 
| ve^ F(Vu)? < 4A? / v^ F* (dy)? (3.1.21) 
/ Bor J Bor 

因此 , 由 (3.1.16) 和 (3.1.21) 我 们 得 到 


4A2C? 16A2C? V(2R) 
F(Vvy? < | y? = "am: | u = 16A?C? l 3.1.22 
A Mre E Ja T la ene (122) 


1£(3.1.22) FR > oo, 由 (3.1.17) 知 在 BR 上 RE(Vo) = 0, Bl, F(Vu) = 0. 由 
于 R 是 任意 的 , 我 们 得 到 在 M 上 Ff(Vu) = 0, 这 表明 v 是 常数 . 口 


定理 3.7 推 广 了 Yau 在 文献 [43] 定理 1 及 附录 中 的 结果 , 即 , 在 完备 的 歼 曼 
流 形 中 , € L?(p > 0) TERRA u 满足 Alogv = 0, WHEW u 为 常数 . 

注意 , 在 定理 3.7 中 , 我 们 只 讨论 了 p = 1 的 情况 , 这 是 因为 由 (3.1.17) 我 
们 可 以 推出 (3.1.1), HA Alogu = 0 可 得 logu 是 调和 函数 . 因此 , 4 p > 0 B 
pAIW, 定理 3.2 的 a) 和 0b) 已 经 包含 了 Yau 在 文献 [43] 定理 1 及 附录 中 p 关 1 
的 情况 . 


3.2 ” 紧 致 无 边 的 Finsler 流 形 中 调和 函数 的 梯度 估计 


在 这 一 节 里 , 我 们 将 推导 n 维 紧 致 无 边 的 Finsler 流 形 中 调和 函数 的 梯度 估 
VF, 并 得 到 Ricy > O(N € (n,oo)), 则 紧 致 无 边 的 Finsler 流 形 中 不 存在 非常 值 的 
调和 函数 . 首先 , 我 们 给 出 下 面 命 题 . 


命题 3.8. iX (M, F, dm) 是 一 个 n 维 的 Finsler 流 形 , 则 对 任意 的 C2 调 和 函数 和 实 
数 NN € (n, œ), 在 Mi, 上 下 面 不 等 式 成 立 


F(Vu)AV*(F(Vu)) > x CT FU) V" F(Vu)) + Ricy(Vu). 
(3.2.23) 


WEAR. 对 任意 的 we C?(M), 我 们 有 
5 AV*('(Vuy) = F(Vu)AV* F(Vu) 十 gws(VYeF(Va,VYeP(Vu))，(3.2.24 
另 一 方面 , 由 引 理 1.4 及 Aw = 0 可 得 


1 
3^ (F(Vu)’) = Ric..(Vu) + ||V7ullescvuy: (3.2.25) 
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由 (3.2.24) 和 (3.2.25) 可 得 
F(Vu)AV"(F(Vu)) — II V^ullzrscvu) + Ric (Vu) — gg (VV* F(Vu), VY* F(Vu)). 
(3.2.26) 


Were M,, 选择 关于 gv 的 正 交 标 架 {ei}， 使 得 Vu 一 26Ei = uU1€1, H Pu > 
0Hu = 0(i > 2). 我 们 可 以 得 到 F(Vu) = wAVYYF(Vu) = 7 ue; 其 
中 中 表示 关于 gv 的 Levi-Civita 联 络 . 从 而 我 们 有 


Vivllyscv) — 9v«( V  " F(Vu), V'"F(Vu)) 
n "m n 
ES Nl =| Yi; T = wy > 2» „Uli T X u uj 
2 y» un + 212075. (3.2.27) 


其 中 我 们 利用 了 VY2?w4 的 对 称 性 , Bl, uj; = uull € ij € n). 由 [39] 的 引 理 3.3 可 
‘Au = tr,,,V2u — S(Vu), HAu = 0, 我 们 得 到 


> ai = —uji + S(Vu), (3.2.28) 
把 (3.2.28) 代 入 (3.2.27) 并 利用 基础 不 等 式 (a + 5)? > 证 — (Va > 0) 可 得 


[Nn pe = "LS VY"F(Vu)) 
2 
(ai S(Vu)? 
> = 
> uy + = G +a Qo ) 
> > a a (3.2.29) 
(n—1)(1+a) (no 1)a 


由 (3.2.26) 和 (3.2.29) 可 得 


F(Vu)A“(F(Vu)) > SVEN), V^F(Vu)) _ Su? 


(1+a)(n—1) ma * Pics (Vu). 


(3.2.30) 
Sa = X, W(1--a)n—1)- N—1, (n- 1)a = N —n, 从 而 (3.2.30) 简 化 为 


gv, ( VY" F(Vu), VY“ F(Vu)) 


N-1 + Ricy (Vu). 


F(Vu)AV"(F(Vu)) > 
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由 于 Finsler 流 形 上 的 几何 量 与 方向 有 关 , Ast, Finsler 流 形 中 调和 函数 的 
梯度 估计 比 黎 曼 流 形 上 的 复杂 . 为 此 , 我 们 将 讨论 紧 致 无 边 的 Finsler 流 形 中 调 
和 函数 的 梯度 估计 . 

由 于 带 权 的 Ricci 曲率 Ricy (z, y) 关于 y 是 二 次 齐 次 的 , M zd Rien (x, y) 是 
AERA SM 上 的 函数 . 因此 , 4 (M, F, dm) 是 一 个 紧 致 无 边 的 Finsler AiE, 
则 Z;Ricy 一 定 有 界 . 对 于 (M, F,dm) 上 的 调和 函数 , 我 们 有 下 面 的 梯度 估计 . 


定理 3.9. (M, 了 dm) 是 一 个 n 维 紧 致 无 边 的 Finsler 流 形 , u 是 M 上 的 调和 函数 ， 
N AR Riccith # Ric A AEE FIRK, LA 


F(z, Vu) € /-(N - 1)K(u —- inf u). (3.2.31) 


WEBB. FM ABW n] Aude RN, 且 存 在 某 个 常数 K, 使 得 Ricw > K. 
不 是 一 般 性 , 假定 v 是 一 个 正 的 调和 函数 , 否则 , 我 们 用 ww — infyw + eft Hu, 其 
He > 0. 考虑 M 上 的 函数 

Pec — 
由 于 MM 是 紧 致 无 边 的 , 故 p 在 MM 中 的 某 一 点 zo 达到 它 的 极 大 值 . 若 P(zo) = 0, R 
们 得 到 (Vv) = P(x) = 0 且 (3.2.31) 是 显然 成 立 的 . 车 P(xo) z 0, 则 FPF(Vu)|zo # 
0, 从 而 To € Ma. 


在 市 权 的 黎 曼 流 形 (A, gv,) 上 在 x0 对 P(z) 应 用 极 值 原理 可 得 


V" P(xo) = 0, (3.2.32) 
AV" P(x) < 0, (3.2.33) 
BI, 在 zo 我 们 有 
VV* F(Vu) = PVu (3.2.34) 
和 
Vu Vu 
AV" P- A'F(Vu) = 29vu(V ' "F(Vu), Vu) + 2p? « 0. (3.2.35) 


u u? 


X4 (3.2.35) PAI [8] FEF (Vu), 并 利用 (3.2.34), (3.2.23) 和 Ricw 的 假设 可 得 


1 2 
———— « m * *. 
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由 此 , 很 容易 得 到 KK < OH 
P(x) < V. -(N - DK. 
由 于 上 面 的 不 等 式 在 zo 成 立 , 故 在 z € MX 都 成 立 . 因此 ， 
F(Vu) € V-(N — 1)Kv. 
Hu — infyu + eftt 9e 5 0 完成 了 定理 的 证 明 . [] 


推论 3.10. (M, F, dm) 是 一 个 n 维 紧 致 无 边 的 Finsler 流 形 , uX M E t9 38 dfe h 
Jk. HRicy > 0, 则 4 是 一 个 常数 . 


3.3 Finsler 流 形 上 热 方 程 解 的 唯一 性 定理 


近年 来 , Finsler 流 形 上 热 方程 解 的 问题 引起 了 数学 家 的 兴趣 . 2009 年 , Ohta 
和 Sturm 在 文献 [24] 中 研究 了 Finsler 流 形 上 非 线 性 的 热 方程 
Ou 
Ot = Au, 
其 中 人 是 Finsler 流 形 上 的 非 线性 Laplacian. 他 们 还 给 出 了 Finsler 流 形 上 热 方 
程 的 整体 解 与 局 部 解 的 存在 性 和 正则 性 定理 ([24]). 
& QC M 是 一 个 开 集 ， wu € HL(Q), 定义 狄 利克 雷 能 量 ([25]) 
Eglu) := ; / F*(Vu)dm. 
2 Jo 


1 Q = M, N Eo = Ey. > 

H'(Q) := {u € Hilh) N L?(Q)|Ea(u) < oo], 
Jf Rid Hi(N) Æ CLN) KF (Minkowski) 模 lulla := llull (Q2) + Eo(u)à 的 
闭 包 , H-1(0) 表示 Hi(Q) 的 对 偶 空间 . 下 面 我 们 给 出 Finsler 流 形 上 热 方程 的 
整体 解 和 局 部 解 的 定义 及 存在 性 定理 ([24]). 


定义 3.2. ([24] 定 义 3.1) 设 (M, F, dm) 是 一 个 Finsler 流 形 ， 对 某 个 固定 的 
T>0, vt € (0, T], 设 消 数 u 定 义 在 M x [0, T], 满足 w(z,t) € D2(Hi(M),[0,TI)nNn 
H'(H^(M),[0, T], EX} Vy e C*(M) 有 


f m=- f dp( Vu)dm, 
m Ot M 


则 称 u 是 热 方程 在 M x [0, T] 上 的 整体 解 . 
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注意 , # u(x,t) € DL'(Hi(M),(0,T]) n H'(H-!(M),[0,T]), 我 们 可 以 得 到 
u € CUA(M), [0, T] 24]. 

此 外 ,Ohta 和 Sturm 还 给 出 了 整体 解 的 存在 性 和 正则 性 定理 : 对 每 个 
uo € FM) 及 某 个 了 > 0, EM x (0,7) 上 存在 热 方程 的 整体 解 u, 且 分 布 
Laplace Au(z,t) 关于 体积 测度 dm 和 任意 的 t 是 绝对 连续 的 ([24] 定 理 3.4 ). 

下 面 给 出 Finsler 流 形 上 的 L (p > 1) 可 积 的 热 方程 解 的 唯一 性 定理 . 它 是 
Peter Li 在 文献 [18]( 命 题 ) 中 对 应 结果 的 推广 . 


定理 3.11. 设 (M, F, dm) 是 一 个 具有 有 限 可 反 系 数 的 向 前 完备 Finsler AH. 
RN T > 0, Vt € [0, T], 假设 u(z, t) 是 一 个 定义 在 M x [0,TI 上 的 非 负 函数 ， 
E u(x,t) € P(Hi(M), [0,T]) n H'(H-! (M), [0,T]), 3€ u(z,0) = 0, 并 且 对 
p 1, 及 任意 非 负 的 peEC%(M) 有 
Ou 
J {p= + dy(Vu)}dm < 0, f u” (x, t)dm < oo, 
m Ot M 
则 在 M x [0,T] 上 , u(x,t) =0. 
HEAR. 设 2 同 于 引 理 3.6. 由 分 部 积分 可 得 


D = | J PENE Et) Aula, tamat 


T 
T 

| | Poya) dma 
0 JM Ot 


IV 


f eG, Tm. (3.3.37) 
M 
万 一 方面 , 由 散 度 引 理 可 得 

T p T p 
D= -2 | / pu?" do(Vu)dmat- | Je De Pim (3.3.38) 
由 文献 [39] 中 的 引 理 7.1 可 得 


ldp(Vw)| < AF'(dp)F(Vu). 
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Ay = ut, a. a b < ea? + a e= i) 可 得 
D = -af J pu” dp(Vu)dmdt 一 d J yp? F^(Vv)dmdt 


2 "n hy Au? F* (d) - u$ F(Vu)dmdt 一 xD A q^ F"(Vv)dmdt 
0 M 


2A 
zr (dy)dmdt + [ [> ) p (Vv)dmdt | 
M 


- to | [ n pF? (Vv)dmdt 
zs a m J. v? F(do)dmdt — v 2f f p?F?(Vu)dmdt (3.3.39) 


FY (3.3. lh 3.39) Ay 44 


2 pT 
f q^ v^ (xz, T) dni L= =f / q^ F*(Vv)dmdt S 5-1 ep f J v* F? (d)dmdt 
M M —-lJe Ju 


由 2 的 性 质 可 得 


T 2A2 
f oiu qaa p n f p? F*(Vv)dmdt < S e 5 2 ; "n k u?dmdt. 
M p 0 JM (p — DR 
3.3.40) 
(3.3.40) +R > oo, RANA f u(x, T)dm = Off, f F?(Vv)dmdt = ^ 因此 ， 
对 所 有 的 x E M 和 t > 0, u(z, t) = 0. " 


此 外 , Karp 和 Li 在 文献 [14] 中 证 明了 完备 黎 曼 流 形 上 测 地 球 B, (x9) 的 体 
V(r), WE V(r) < ec (c—const.), 则 热 方程 的 任意 有 界 弱 解 由 解 的 初 值 唯一 
RE. 之 后 , T.Sturm([34]) 和 Grigoryan A.([4]) 把 Karp 和 Li 的 结果 中 体积 增 
长 的 条 件 推广 到 以 下 情况 ， 
Ue rdr 
J log V(r) | 


然后 ，Grigor'yan A. Æ [16€ 11.9) F H T.Sturm([34]) 和 Grigoryan A.([4]) i 
果 中 测 地 球体 积 增长 的 条 件 推广 到 更 - 般 的 情况 . PATS OTF Finsler 流 形 
上 的 类 似 问 题 . 

设 (M, F, dm) 是 一 个 同 前 完备 的 Finsler 流 形 . 为 了 方便 , w B, := B+ (xg), 
它 关 于 dm 的 体积 记 为 V(r). 284] - T Grigor yan A. 在 文献 [1]( 定 理 11.9 ) 中 的 结 
R, 我 们 有 以 下 定理 . 


lA 


IA 
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定理 3.12. iX (M, F,dm) 是 一 个 具有 有 限 可 反 系 数 的 向 前 完备 Finsler 流 形 , 对 
A^ T > 0, u(z,t) 是 热 方 程 在 M x (0,T) 上 的 整体 解 , 且 在 [2 的 意义 下 满足 
ult—o = 0. 假设 对 zo E M, R> 0 有 


"ui u^(r,t)dmdt < exp( f (R)) (3.3.41) 


其 中 f(r) € (0,00) Lik Pie BH 4843 
? rdr 
| fir) ™ ae” 
则 在 M x (0,T) 上 , u(z,t) = 0. 
由 定理 3.12 我 们 可 以 得 到 下 面 推 论 , 它 是 推广 了 [4, 34] 中 对 应 的 结果 . 
推论 3.13. 设 (M, F, dm) 是 一 个 具有 有 限 可 反 系 数 的 向 前 完备 Finsler AH, 对 


XT >0, u(x,t) 是 热 方 程 在 M x (0,T) 上 的 有 界 整体 解 , LE L, 的 意义 下 
满足 wlio = 0. 假设 


”rdr 
—— ——. = oo 3.3.4 
/ lgV(r) ^ ong) 


则 在 M x(0,T).E, u(z,t) = 0. 
WEAR. $H := sup|u| < oo. 由 于 
T 
/ f u^dmdt < H?TV(R), 
0 Br 
因此 , 我 们 可 以 令 f(r) = log H?TV (r). 由 (3.3.43) 可 知 
/ QUE MUT EI E 
1 log(H?TV(R)) 1 f(r) 
由 定理 3.12 可 得 w = 0. " 


显然 , V(r) < e" 满足 上 述 推论 的 条 件 , 因此 , 我 们 可 以 推广 Karp 和 Li [14] 
中 的 主要 定理 . 
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推论 3.14. 设 (M, F, dm) 是 一 个 具有 有 限 可 反 系 数 的 向 前 完备 Finsler AH, 对 
X^ T » 0, u(z,t) 是 热 方程 在 M x (0, T) 上 的 有 界 整 体 解 , LAL? HELE 


V(r) <e”, 
则 在 M x(0,T) 上， u(z,t) 三 0. 
在 证 明定 理 3.12 之 前 , 我 们 先 给 出 下 面 命题 . 


命题 3.15. (M, Fdm) 是 一 个 具有 有 限 可 反 系 数 人 的 向 前 完备 Finsler 流 形 ， 
SENT > 0, u(x,t) 是 热 方程 在 M x (0,T) 上 的 整体 解 . 假设 对 zo € M, 
R>0 及 0 <b<a<T 有 


f | _wdmat < exp(f(R) 


其 中 f(R) 是 (0, oo) HEHP BR. 若 a b < pH, 则 我 们 有 


4A4 
/ u^(z,a)dm < | u^ (x, b)dm + y (3.3.44) 
J Bn / Bar 


证 阴 . r(x) := d(xo, £), vr € M. 对 0 «t «s « T, PUR 


reg 
PME 1 (3.3.45) 
其 中 (7 一 R), = max{r 一 R,0). 由 (3.3.45) 可 得 
dn Sc (3.3.46) 
FH (3.3.46) 79} 
= 2 
F”? (dg) = a" dg) e ty 
一 m Gr dr (3.3.47) 
FH (3.3.47) n] f8 
1 [(r — R),]? «2 1 ((r- RAE 
AW 4-8 < F” (dg) < EE (3.3.48) 
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BAF, 

Og = Jt [nm 

Ot A* 4(s—t) © 


由 (3.3.48) 和 (3.3.49) 我 们 得 到 


— AF" (dg) < cg < —A° F”? (dg). 


4v(z) := min((3 一 “),,1}, Bf 


0 TE M\ Bsr, 
p(X)= 4 3— Xx rz € BagMBan, 
1 Te Bor. 
显然 0 < p <1 日 在 Bsr\Bon 上 
dr A 
Hda =F (==) ey 
F” (dy) (“BSR 


此 外 , 由 于 


[ [wre Stamat = — | / d(ug^e?)(Vu). 
b JM ot b JM 


由 分 部 积分 可 得 


[ | wes e?— ; dmdt = aS [| we dm 


-3/ u geding- 3 f i p'u et A dmat. 
2 JM 


HT 


Idp( Vv)] < AF"(dop)F(Vv), 


93 


(3.3.49) 


(3.3.50) 


(3.3.51) 


(3.3.52) 


(3.3.53) 
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故 (3.3.52) 的 右 部 为 


=- f J d(uy*e9) (Vu) 
b JM 
= n | pe F?(Vu)dmdt — 2 J J uperdp(Vu)dmat 
b JM b JM 
-| J up e?dg(Vu)dmdt 
b JM 


-f / ee F(Vuü)dmdt +2 | J |ullele? AF*(do)F(Vu)dmdt 
b M b M 
+ f f luly2e9AF* (dg) F(Wu)dmdt 
b M 
-/ | evwamat + 20? | f esp (dp yaar 
Jb JM b M 
1 a r a p 
十 二 J | p'e F*(Vu)dmdt + n J Alu|p el F* (dg) F(Vu)dmdt 
2 b M b JM 


Jy ， | A 
z J J ge (—5F?(Vu) + Alul F" (dg) F(Vu)) + 2A? | | ue? F"(dp)dmdt. 

b M b M 
(3.3.54) 


FH (3.3.52) (3.3.53) #0(3.3.54) n] f 
us Q^e?dm|g < [ Js ype) (- — F*(Vu) + 2A|u|F* (dg) F(Vu) +u e ) amat 
JM 
+44? [ J u^e? F? (dp)dmdt. 
b JM 


再 由 (3.3.50) 和 (3.3.51) 我 们 得 到 


f weeramis 
M 

E J -ge [F (Vu) ~ Aul F" (do)Pdmdt + an? | J u'e? F®(dp)dmdt 

b JM 
4 
ES aff u^e*dmdt. (3.3.55) 
B3r\Bor 

由 2 的 定义 和 (3.3.55) 可 得 


J u^ (x, a)p etdm < f u’ (x, b)y D. =f J u^e?dmdt. 
Ban Ban B3r\Bor 
(3.3.56) 
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40 = Byp\Bor. 由 于 g 在 BR 内 为 零 , BHO < yp < 1, 故 由 (3.3.56) 可 得 


J u^(z,a)dm < | u^ (x, b)e* 99 dm + =f n e?dmdt. 
Bg Bar 


$s = 2a — b, t € [ba], Wa —b < s—t < 2(a — b). 因此， 


-[(r — R)4]? <0 


IMS Mg es 


由 (3.3.58) 知 在 Q x [b,a] E, g(z,t) € axi < 0, 故 (3.3.57) 可 化 简 为 


f u^(x,a)dm < n (x, ane =f J u^dmdt exp( — 
Bn Ban Bar 8A ja 


由 (3.3.41) 和 (3.3.59) 我 们 可 得 
A: -R 


HFa-b< AAD: 因此 , 由 (3.3.60) 可 得 


4 


2 4A 
/ u (r,a)dm < i u^(z,b)dm + —. 
B B R? 
R 4R 


利用 由 上 述 命题 , 我 们 可 以 证 明定 理 3.12. 
定理 3.12 的 证 明 . 对 Vk > 0, +R, =4*R. 对 Vk > 1, 选择 m, 使 得 


2 
IE r 
^ 52 cf (Rx) 


其 中 c = 128A4. 定义 递减 的 非 负 序列 {t}, 使 得 


t= 


显然 , tk = t— (ri T2 0). 
将 a ECT. b= GT A (3.3.44) n] 48 


I, 


4 


AN 
w(x, tci) < | u^ (z,ty)dm + 


2 a 
Ry » Bn, I 
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(3.3.57) 


(3.3.58) 


msg 
(3.3.59) 


(3.3.60) 


(3.3.61) 
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对 上 式 求 和 得 
j 4A 
J u (z,t)dm < 3 ^(z, ty)dm + Di (3.3.62) 
Bg Bn, 三 R? —1 
BAER TK, Efte = 0, M fo. u*(z, te)dm = 0. 因此 , 由 (3.3.62) 可 得 
f u^ (z,t)dm < jua Ed (3.3.63) 
Bn l i i=1 Ri, R?' idi 


其 中 C = C(A). (3.3.63) R — oo, 我 们 可 以 得 到 w(x,t) = 0, Vz € M,t > 0. 
下 证 对 某 个 有 限 的 k, te = 0, BI, HENA REIK, 


t= (ry + 72 +: Tk) (3.3.64) 


由 于 人 六 仅 由 (3.3.61) 限 制 , EL fF AE IE JOSÉ p c, U p (3.3.42) 8. 


œ rdr f+ rdr — R2 — 16R? 
Jn FO) “hh f(r) ` » KR) 27) 9399 
因此 , 我 们 选 六 满足 (3.3.61) 旦 满足 
N Tk o. 
k 


H Ft, > 0, 且 t 是 一 个 有 限 数 , 故 必然 存在 某 个 有 限 的 k, 使 得 (3.3.64) 成 立 . BH, 
存在 某 个 有 限 的 k, 使 得 t = 0. 定理 得 证 . 口 
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